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Introducere

In aceastd lucrare de licenta am prezentat unele rezultate clasice din teoria
functiilor univalente de o variabila complexa. Am structurat lucrarea pe trei ca-
pitole dupa cum urmeaza.

In primul capitol am prezentat notiunile de functie olomorfa si funtie integra-
bila (Cauchy). In prima sectiune m-am referit la cateva rezultate cunoscute pri-
vind functiile olomorfe in planul complex. In acest sens am prezentat Teoremele
lui Cauchy-Riemann, Montel, Vitali, Hurwitz, Weierstrass, etc., si am dat cateva
exemple concrete de functii intregi. In sectiunea a doua m-am referit la integrala
complexa si in acest sens am prezentat Teorema fundamentala a lui Cauchy, Formu-
lele lui Cauchy pentru cerc, Teorema de legatura intre primitiva si integrala, etc. In
ultima sectiune m-am referit la reprezentarea conforma a domeniilor simplu conexe
din planul complex.

In capitolul al doilea m-a referit la unele subclase speciale de functii univalente
pe discul unitate si de asemenea am prezentat rezultate fundamentale din teoria
lanturilor de subordonare diferentiala. In prima sectiune am prezentat clasa S a
functiilor normate, univalente pe discul unitate, precum si nucleul de convergenta
in sens Carathéodory. In continuare m-am referit la subclasele lui S formate din
functiile stelate, convexe si spiralate pe discul unitate. In finalul acestui capitol
am prezentat unele rezultate importante care caracterizeaza notiunea de lant de
subordonare diferentiala si am aratat ca lanturile de subordonare sunt caracterizate

de ecuatia diferentiala Loewner.



In capitolul trei am prezentat cateva aplicatii concrete ale metodei lanturilor
Loewner in studiul functiilor univalente pe discul unitate. In acest sens am demon-
strat criteriul de univalenta a lui Becker gi am prezenta caracterizarile analitice ale
stelaritatii, convexitatii si spiralitatii folosind metoda lanturilor Loewner.

In ultimele dous sectiuni am prezentat cateva criterii de univalenta pentru functii
olomorfe datorate lui S. Kim, D. Minda si E. Janiec.

Lucrarea se incheie cu o bibliografie selectiva pe care am utilizat-o pe parcursul
elaborarii acestei lucrari de licenta. Sursele principale bibliografice la care am ape-
lat sunt: [KM], [HMN], [MBS], [GK]. De asemenea au fost utile urmatoarele surse
bibliografice: [BG], [Du], [Po], [RR], [Ro], [Co], [KiMi] si [Ja].

Constitutia originala a lucrarii consta in faptul ca am parcurs gi am sintetizat
intr-o maniera proprie materialul bibliografic indicat si am inclus unele rezultate fun-
damentale referitoare la functiile univalente de o variabila complexa: teoremele de
acoperire, deformare, estimarea coeficientului as pentru functii din clasa S, ecuatia
diferentiala Loewner, caracterizarile analitice ale stelaritatii, spiralitatii si conve-
xitatii prin metoda lanturilor Loewner, precum si conditii necesare si suficiente de
univalenta folosind metrica hiperbolica pe discul unitate. De asemenea am detaliat
demonstratiile unor rezultate si am inclus exemple concrete, care au fost utile pen-
tru intelegerea rezultatelor prezentate. Pentru unele dintre aceste exemple am dat
solutii originale prin una sau mai multe metode. Tin sa mentionez ca am consultat
surse bibliografice suplimentare pentru a-mi forma o idee generala despre notiunile

si rezultatele prezentate in aceasta lucrare de licenta.



Capitolul 1

Functii olomorfe si functii
integrabile (Cauchy). Rezultate

generale

In acest capitol vom prezenta rezultate generale referitoare la functiile olomorfe
de o variabila complexa. De asemenea, vom prezenta si unele rezultate fundamentale
privind notiunea de integrala complexa (Cauchy). Mentionam ca sursele principale
bibliografice utilizate pe parcursul elaborarii acestui capitol sunt [HMN] gi [KM]. De

asemenea au fost utile: [Kr], [Co], [F].

1.1 Functii olomorfe

In aceasta sectiune vom prezenta cateva rezultate clasice referitoare la notiunea

de functie olomorfa. Aceste rezultate vor fi utile in alcatuirea capitolelor urmatoare.

Notatii

e ('(A) este multimea functiilor definite pe multimea A care sunt continue pe A
o C'(A) este multimea functiilor definite pe multimea A care sunt continue si

derivabile pe A



e A°=C\ A se numeste complementara multimii A

e Pentru z € C*, argz = 0, unde 0 € (—m, 7] este solutia ecuatiei

cosf +isinf =

|

e Arg : C* — P(R) este aplicatia multivoca argument cu
Arg(z) ={argz +2kn | k€ Z}, zeC*

e U(zy,r) ={z € C| |z — 2| < r} se numeste disc centrat in z de raza r > 0

e U=U(0,1)

o U(zp;r) = U(z0;7) \ {20} se numeste disc punctat in 2z, de raza r > 0

o U(zp;r1,m2) = {2 € C | r1 < |z — 2| < 19} se numeste coroana circulara
centrata in zg de raze ry gi ro

Multimea A C C se numeste deschisa daca pentru V zg € A, 3 U(zg;7) C A.

Mentionam ca C si () sunt multimi deschise.

Multimea A C C se numeste inchisa daca A¢ este deschisa.

Mentionam ca C si ) sunt multimi inchise.

O multime A C C se numeste marginita daca 3 U(0; r) astfel incat A C U(0;r).

O multime A C C se numeste conexd dacaV B C A, B # () si B # A nu este
simultan inchisa si deschisa in A.

O multime D C C se numegte domeniu daca este deschisa si conexa.

Un domeniu D C C se numeste stelat in raport cu zp € D daca 'V z € D,
segmentul [z, 2] C D, unde [29,21] = {2 € C | z = 20 + t(z1 — 20), t € [0,1]}.

Un domeniu D C C care e stelat in raport cu orice punct al sau se numeste
domeniu convex.

Un punct zg € A, A C C se numeste punct de aderenta pentru A, daca pentru
V Ul(zo;r) avem ca U(zp;7) N A # (.

Un punct zg € A, A C C se numeste punct de acumulare pentru A, daca pentru
Y U(z;7) avem ca U(zp;r) N A # (.

Un punct zg € A, A C C se numeste punct de frontiera pentru multimea A daca

pentru orice U(z;r) avem U(zo;r) N A # 0 si U(zg;7) N A # 0.
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A este multimea tuturor punctelor de aderentd a multimii A gi se mai numeste
si inchiderea multimii A.

A’ este multimea punctelor de acumulare a multimii A si se mai numeste si
derivata multimii A.

0A este multimea punctelor de frontiera a multimii A si se numeste frontiera
multimii A.

Definitia 1.1.1. Functie complexi de o variabila reald. Avem [a,b] un
interval real. Atunci f : [a,b] — C este o functie complexa de o variabila reala, daca
1i asociaza fiecarui punct x € [a, b] un unic numar complex f(z) = a(z) + if(z) din
C.

Definitia 1.1.2. Functie complexa de o variabila complexa. Daca f : A —
C, A C C i asociaza fiecarui numar complex din A un unic numar complex pe care

il putem scrie sub forma
F(2) = u(z) + iv(2).
Definitia 1.1.3. Limita unei functii complexe. Fie f : A - C, A C Co

functie complexa de variabila complexa. Atunci f are limita [ in punctul a,

lim f(2) =1,

zZ—a
daca ¢i numai daca Ve > 0, 3 n > 0 astfel incat 2z € A, 0 < |z —a| <n =

() — 1] <=
Corolar 1.1.4. lim f(z) = daca si numai daca lim Re f(z) = Rel gi

z—a z—a

limIm f(z) = Im/.

z—a

Definitia 1.1.5. Continuitatea functiilor complexe. O functie complexa

f:A—C, ACC este continua in zg C A daca

lim f(z) = f(z0)

Z—r20

Functia f se numeste continua pe A, daca este continua in z pentru V z € A.
Corolar 1.1.6. Functiile care se pot scrie ca sumda sau produs de doud functii

continue, sunt la randul lor continue. Functiile care pot fi scrise ca $i catul a doua
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functii continue in zg, dintre care a doua functie este nenula in punctul zy, sunt la
randul lor continue in zy.
Definitia 1.1.7. Derivabilitate. Fie f : A - Cm A C C. Atunci f se numeste

derivabila in punctul zg € A daca exista gi este finita limita:

o S = ()
220 zZ— 20

Daca aceasta exista o notam cu f’(zy) care este derivata functiei f in 2.

Definitia 1.1.8. Olomorfie. Functia f : A — C, A C C, deschisa se numeste
olomorfa daca ea este derivabila in orice punct zg € A.

O functie se numeste olomorfa pe o multime oarecare G daca exista o multime
deschisa A cu G C A astfel incat f olomorfa pe A.

Functiile olomorfe pe intreg planul complex se numesc functii intregi. Notam cu
H(A) multimnea functiilor olomorfe pe A.

Definitia 1.1.9. Functie R-diferentiabila. Fie f : A — C, A C C o multime
deschisa. Atunci f este R-diferentiabila in punctul zg = z¢ + iyp € A daca exista

doua numere complexe a, 8 € C gi o functie complexa g : A\ {2z} — C astfel incat

lim g(2) =0
Z—20

siVz=x+iye A\ {2} sa aiba loc relatia:

f(2) = f(z0) + alz = x0) + Ay — yo) + 9(2)|z = 20l

Definitia 1.1.10. Functie C-diferentiabila. Fie f : A — C, A C C o multime
deschisa. Atunci f este C-diferentiabila sau diferentiabila in punctul zyg € A daca

exista un numar complex « € C si o functie complexa g : G \ {z0} — C astfel incat

lim g(z) =0

Z—20

siVz=ux+iye A\ {2} sa aiba loc relatia:

f(z) = f(20) + alz — 20) + g(2)(z — 20).



Teorema 1.1.11. (Caracterizare pentru functiile derivabile). Fie f : A —
C, A C C. Atunci f este deriwvabila in zog € A daca si numai daca f este diferentiabila
n zo.

Teorema 1.1.12. (Cauchy-Riemann). Fie f : A — C, A C C deschisa
si f = u+iv. Atunci f este derivabila in zg € A daca si numai daca f este
R-diferentiabila in zy st derivatele partiale ale functiilor reale w si v indeplinesc
conditiile Cauchy-Riemann:

ou ov . Ou ov
%(Zo) = a—y(zo) $t 8—y(zo) = —%(ZO)

Observatia 1.1.13. Exista functii R-diferentiabile care nu sunt C-diferentiabile.
Prin urmare, in Teorema 1.1.12 ambele conditii (R-diferentiabilitate gi sistemul
Cauchy-Riemann) sunt esentiale in stabilirea derivabilitatii functiei f.

Exemple 1.1.14. (Exemple de functii olomorfe pe C).

a) Functia exponentiala
f:C=C f(z)=¢

Pentru z € C, z = z + iy avem e* = e*(cosy + isiny).
Avem ca f € H(C).
Observam ca f este nelimitat derivabila gi avem ca:

fM(2) =€ = f(2).

Observam de asemenea ca f(z + 2kmi) = T2 = 2 . 2F™ = ¢2 = f(2), deci f
este periodica cu perioada 27i.

Domeniul de injectivitate al functiei f este B, = {z € C| a < Imz < o + 27},

unde « € R.

Ecuatia e* = w, w € C* are o infinitate de solutii, si anume:
z = In|w| + i(argw + 2km).
Din aceste solutii obtinem aplicatia multivoca logaritm Log : C* — P(C)
Logz =In|z| +iArgz, =z¢€C",
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unde Argz = {argz + 2kn : k € Z}.
b) Functia putere

F:C"—>C, F(2)=2z% cuaeC

Avem cd F(z) = 2@ = eoloez,
Fie fLC\ (—o00,0] — C*, f(z) = e*!°8* Atunci f este ramura principald a lui
F si este olomorfa cu f/(z) = az®™!, 2 € C\ (—o0,0].

¢) Functiile trigonometrice

cos:C—-C, sin:C—C

eiz + efiz eiz _ efiz
cosz=———— §i sinz=——— pentruz e C
2 21
Avem ca functiile cos,sin € H(C) cu
cos'(z) = —sinz
2eC
s !
sin’(z) = cos z

d) Functiile trigonometrice hiperbolice

ch:C—C, sh:C—-C

e +e eF —e?
hz=—— si shz=—"—-— cC
chz 5 si shz 5 , Z

Demonstratie.

10



Proprietati elementare ale functiilor olomorfe

Teorema maximului modulului 1.1.15. Fie D C C un domeniu si f : D — C

o functie olomorfa. Daca exista zo € D astfel incat

|/ (20)| = max{[f(2)| | z € D},

atunci [ este constanta.

Consecinte ale teoremei maximului modulului:

Corolar 1.1.16. Fie D C C domeniu marginit, f : D — C, f € H(D) si
f € C(D). Atunci

max{|f(z)] | = € D} = max{|f(2)| | » € OD}.

Lema lui Schwarz 1.1.17. (i) Fie M >. Daca f € H(U) cu f(0) =0, |f(2)] <
M,V z e U, atunci

1f(2)| < M|z|, V 2 €U si|f(0)] < M.

Dacd existd zg € U astfel incit |f(z)] = M|z| sau dacd |f'(0)] = M, atunci

exista a € C astfel incat
lal =M si f(z)=az, VzeU.

M
(1i) Daca, in plus, f'(0) =0, atunci |f(2)| < —2|z|2, |z| <r <1
r
Consecinta a Lemei lui Schwarz:
Corolar 1.1.18. Daca [ : U — U este olomorfa, a € U astfel incat f(a) = 0,

atunct

f) <l(z=a)/(1=az)], Vzel.

In continuare prezentim o formd mai generala a Lemei lui Schwarz, denumita si
Lema Schwarz-Pick.
Lema 1.1.19. Fie f: U — U o functie olomorfa. Atunci au loc:

f(z1) = f(22)

O T )




(i) 17(2)] < L O

1—z?
Daca, in plus, [ este injectiva si f(U) = U, atunci in (i) avem egalitate pentru
orice z1,z2 € U si in (ii) pentru orice z € U.
Reciproc, daca are loc egalitatea in (i) pentru o pereche (z1,z2) € U x U sau in
(i1) pentru un punct z € U, atunci f este injectiva si f(U) = U.
In cele ce urmeazd vom introduce metrica hiperbolica.

Definim functia dj, : U x U — [0, 00) prin:

a—>b
d b) = arctg h )
Se observa ca:

a—>b

- ‘

1 1—ab

dh(a,b):§ln ﬁ s a,bGU.
11— —
1—ab

Functia d;, definita astfel se numeste metrica hiperbolica sau metrica Poincaré a
discului unitate.

Urmatoarea lema ne arata ca dj, este intr-adevar o metrica.

Lema 1.1.20. Functia d;, este o metrica pe U, care genereaza o topologie echi-
valenta cu topologia naturala.

Observatie. Pe baza Lemei Schwarz-Pick rezulta ca
dn(f(a), F(B)) < dn(a,b), a,b €U, ¥ f € H(U) en f(U) C UL

Egalitatea are loc daca si numai daca f este olomorfa si injectiva pe discul unitate
U,iar f(U)=U.

In continuare prezentam o teorema cu un corolar al ei, utile in studiul compor-
tamentului local al funtiilor analitice.

Primul rezultat este cunoscut sub numele de Teorema aplicatiei deschise.

Teorema 1.1.21. Fie A o multime deschisa, A C C si f : A — C o functie
olomorfa care nu este constantd pe nici o componentd conezxd a lui A. Atunci f(B)

este o multime deschisa in C pentru orice mulfime deschisa B C A.
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Urmatorul caz particular rezulta direct din aceasta teorema si este cunoscut sub
numele de Teorema de invarianta a domeniului.

Corolar 1.1.22. Fie A un domeniu din C g1 f : A — C o functie olomorfa
neconstanta. Atunci f(A) este tot un domeniu in C.

In cele ce urmeazd vom introduce cele trei tipuri de convergenta relative la giruri
de functii complexe definite pe o multime deschisa.

Definitia 1.1.23. Fie sirul de functii complexe (f,)nen definite pe multimea A
deschisa.

(i) Sirul (f,)nen converge in punctul a € A daca sirul (f,(a))nen este convergent.

Daca girul (f,,)nen converge in orice punct z € B, B C A, atunci spunem ca
(fn)nen converge simplu (punctual) pe B.

Ca si notatie, daca (f,)nen converge simplu spre functia f avem: f, — f.

(ii) Spunem ca sirul (f,)n,en este uniform convergent pe A la functia f daca

Ve >0, dn. € N astfel incat V n > n, sa aiba loc:
|fn(2) — f(2)] < € pentru orice z € A.

Ca si notatie avem f, % f

(iii) Spunem ca sirul (f,,)nen este uniform convergent pe compacte in A la functia
f daca V e > 0 si orice compact K C A, On. x € N astfel incat |f,(z) — f(2)] < ¢
pentru orice z € K sin > n. k.

Cu alte cuvinte, (f,)nen este uniform convergent pe compacte in A la functia
f daca pentru orice compact K C A sirul restrictiilor (f,|x)nen este convergent
uniform pe K la f|k.

Ca si notatie avem: f,, u:c; f

Observam ca orice gir de functii convergent uniform in A este si convergent
uniform pe compacte in A. De asemenea orice sir convergent pe compacte in A,
converge si simplu in A.

Deci avem relatiile: f, % f = fa uzci f= fu—1F

Vom prezenta in continuare teoreme ce arata legaturile dintre tipurile de

convergenta definite.
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Prima teorema de acest gen este Teorema lui Weierstrass.

Teorema 1.1.24. Fie A C C o multime deschisa. Daca (f,)nen este un sir de
functii olomorfe pe A si f, u:CK [ atunci f € H(A) si fék) u:C§ f® V¥ EkeN.

Relativ la proprietatea functiilor olomorfe de analiticitate prezentam urmatorul
rezultat.

Definitia 1.1.25. Fie A C C o multime deschisa si f: A — C.

Functia f se numeste analitica pe A daca pentru orice punct a € A, exista un
disc U(a;r) C A si o serie de puteri Z cr(z —a)* convergents in U(a;r) astfel incat

k=0

f(z) = ch(z —a)*, VYzeU(a;r).

Coeficientii C}, ai seriei de puteri se pot determina unic din relatia:

AR
Cx = ]{7' )

Teorema 1.1.26. Fie A C C o multime deschisa si f : A — C. Atunci f este

ke N.

olomorfa pe A daca si numai daca f este analitica pe A.

Pentru a prezenta o alta teorema, definim mai intai notiunea de multime local
uniform marginita.

Definitia 1.1.27. Fie F C H(A). Multimea F se numegte local uniform
marginita daca pentru orice multime compacta K C A, exista o constanta Lyx > 0

astfel incat || f||x < L pentru orice f € F, unde

/1l = sup{|f(2)] | z € K}.

Observatia 1.1.28. Stim ca pentru orice multime compacta din A exista o
acoperire finita formata din discuri inchise de tipul U(zg,7%), k = 1,p cu 2z € A,
rr > 0, p € N. Datorita acestei proprietati deducem ca in definitia anterioara putem
inlocui multimea compacta cu orice disc inchis din A.

In plus, daca inlocuim A cu discul U(zp; ), atunci orice compact K din A poate
fi inclus intr-un disc inchis de tipul U(zo;71) cu ry < 7.

Deci proprietatea de local uniform marginire a multimii F se reduce la marginirea

pe orice disc inchis U(zo; p) cu p < 7.
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Observatia 1.1.29. Stim ca orice compact poate fi acoperit de un numar finit
de discuri inchise. Deci compactele K pot fi inlocuite cu orice disc inchis din A. In
plus, dacd A este un disc U(zo;7), atunci orice compact K C U(zg; p) cu p < r. Deci
studiul proprietatii multimii F de local uniform marginita revine la marginirea sa
pe orice disc inchis U(zg; p) cu p < 7.

Ca si exemple de functii local uniform marginite avem:

(i) Fie B o multime deschisa si marginita din C si F = {f € H(A) | f(a) C B}.

Observam ca B fiind deschisa si marginita este inclusa intr-un disc, adica 3 R > 0
astfel incat B C U(0; R), dar f(A) C B = |f(z)]< R,V z € A.

In concluzie, multimea F este local uniform marginita.

(i) Fie M > 0 si

fMZ{f(z):ZakzkE”H,(U) | |a] §M}

si fie r € (0,1). Daca z € U(0;7) atunci |z| < r implica

o0 fo%) M
FEN <D el < MYk =
k=0 k=0

Deci multimea Fj; este local uniform marginita.

Definitia 1.1.30. Fie F C H(A), atunci multimea F se numeste relativ com-
pacta daca orice sir (f,)nen € F contine un subsir convergent uniform pe compacte
in A.

Rezultatul urmator ne arata legatura dintre cele doua proprietati definite ante-
rior.

Teorema 1.1.31. (Teorema lui Montel). Fie F C H(A). Atunci F este
relativ compacta daca si numai daca ea este local uniform marginita.

Observatia 1.1.32. Teorema lui Montel nu are loc pentru functiile real-analitice.
Un contraexemplu in acest sens ar fi girul de functii (sinkz)gen care e marginit
uniform pe orice interval compact din R, dar pe nici un interval compact nu contine
un subsir convergent.

Un alt rezultat in legatura cu convergenta uniforma pe compacte a sirurilor de

functii olomorfe local uniform marginite este Teorema lui Vitali.
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Teorema 1.1.33. Fiec A C C un domeniu si F' C A astfdel incat F are cel putin
un punct de acumulare in A. Daca (fn)nen este un sir local uniform marginit de
functit olomorfe pe A si (fn)nen este convergent in orice punct z € F, adica sirul
(fn)nen converge punctual pe F, atunci (f,)nen converge uniform pe compacte in
A.

Folosind rezultatul precedent, se obtine urmatoarea conditie necesara si suficienta
de convergenta uniforma pe compacte a sirurilor de functii olomorfe.

Teorema 1.1.34. Dacai A C C este un domeniu si (fn)nen este un sir local
uniform marginit de functii olomorfe pe A, atunci sirul (f,)nen este convergent
uniform pe compacte in A daca si numai daca exista un punct a € A astfel incat
sirul ( r(Lp))neN sa fie convergent pentru orice p € N.

Pentru a putea prezenta rezultatul central al acestui subcapitol, vom introduce
mai intai cateva notiuni legate de structura topologica si metrica a spatiului H(A).

Definitia 1.1.35. Fie A C C o multime deschisa. Numim topologia naturala
pe H(A) acea topologie pentru care o baza de multimi deschise a unui punct f €

H(A) este formata din multimile Vi . de forma:

Vie(f) ={g € H(A) | 9(2) = f(2)] <&, z € K},

K C A, K compacta, € > 0.
Observatia 1.1.36. (i) Un sir de functii olomorfe ( f,,),en pe multimea deschisa
A converge in raport cu topologia naturala la functia f daca si numai daca pentru

orice € > 0 si orice K C A un compact, exista ng(e, K) € N astfel incat
|fu(2) = f(2)| <&, Yn>ng z€ K.

Cu alte cuvinte, girul (f,)n,en converge la f in raport cu topologia naturala a lui
H(A) daca si numai daca girul converge uniform pe compacte in A la f.

(ii) Din definitia topologiei naturale rezulta ca H(A) este un spatiu topologic
Hausdorft.

Mentionam ca un spatiu topologic T definit pe multimea X este spatiu Hausdorff,

daca verifica axioma:
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Vae#yeX, 30,0, €T (O si Oy multimi deschise) cu x € Oy, y € Oq si
01N 0Oy = 0.

Definitia 1.1.37. Fie A C C o multime deschisa si (Kj) ey un sir de multimi
compacte din A. Spunem ca sirul (Kj), ey formeaza o exhaustiune normala a lui A
daca au loc urmatoarele proprietati:

(i) Koi Cint(Kj41), VjeN

(ii) | JK; = A

Lenjrl;a1 1.1.38. Daca A C C este o multime deschisa, atunci exista o exhaustiune
normala a lui A.

Lema 1.1.39. Fie A C C o mulfime deschisa, (K;);en o exhaustiune normald a
lui A si K C A o multime compacta. Atunci 3 j € N astfel incat K C K;.

Definitia 1.1.40. Fie A C C o multime deschisa si K C A o multime compacta.

Definim functia || - ||k : £ — [0, 00) data prin:

[ fllzx = sup{lp(2)| | 2 € K}, f € H(A).

Se observa ca || - ||k este o seminorma pe K.

Lema 1.1.41. Daca A C C este un domeniu si K C A o mulfime infinita
compacta, atunci || - ||k este o norma pe K.

In continuare introducem o metrici pe H(A).

Relatia 1.1.42. Consideram (K);en 0 exhaustiune normala a multimii A i fie

functia pa : H(A) x H(A) — [0, 00)

w1 f =gl
PA(fjg);g'm» f9 € H(A).

Observam ca pa(f,g) < oo pentru V f, g € H(A), datorita relatiei:
= 1 H.f - gHKj S 1
A fvg = o —— < — < OQ.
P9 =25 T gl < 229
j= j=
In aceste conditii are loc lema:

Lema 1.1.43. p4 este o metrica pe H(A). De asemenea, topologia pe H(A)

definita de ps nu depinde de alegerea exhaustiunii normale (K;)jen a lui A.
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Teorema 1.1.44. Daca A C C este o multime deschisa si (fx)ren un sir de
functii olomorfe pe A, atunci sirul converge uniform pe compacte in A la functia f
daca st numai daca

Jim pa(fe, f) = 0.

In concluzie, obtinem urmatoarea teorema:

Teorema 1.1.45. (H(A), pa) este un spatiu metric complet.

Definitia 1.1.46. Fie (X, 7) un spatiu topologic i Y C X. Familia de multimi
A C P(X) este acoperire pentru Y daca Y C UA.

Acoperirea A se numeste deschisa daca A C 7.

Daca A este acoperire pentru Y, atunci familia B C A se numesye subacoperire
a lui A pentru Y, daca Y C UA;.

Definitia 1.1.47. Fie (X, 7)) un spatiu topologic. Multimea ¥ C X se numeste
compacta daca pentru orice acoperire deschisa a lui Y exista o subacoperire finita.
Daca multimea X este compacta, atunci spatiul topologic (X, 7) se numesgte com-
pact.

Definitia 1.1.48. Fie un spatiu topologic (X, 7). Acesta se numeste secvential
compact daca orice gir din X are un subsir convergent.

O multime Y C X se numeste secvential compacta daca spatiul (Y, Ty ) este
secvential compact.

Teorema lui Hausdorff ne arata ca in anumite conditii are loc echivalenta intre
notiunea de compactitate si secvential compactitate.

Pentru a prezenta acest rezultat, avem nevoie de notiunea de semimetrica.

Definitia 1.1.49. Fie X o multime si o aplicatie p: X x X — R,. Aplicatia p
se numeste semimetrica daca:

(i) p(z,z) =0, Ve e X

(ii) p(z,y) = ply,z), Y2,y € X

(ili) p(z,2) < p(z,y) +p(y, 2), ¥V z,9,2 € X.

Daca p este semimetrica pe X, atunci (X, p) se numeste spatiu semimetric.

Observatia 1.1.50. Daca in plus pentru p are loc: V z,t € X, x # y =
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p(x,y) > 0, atunci p se numeste metrica.
Teorema 1.1.51. Fie (X, p) un spatiu semimetric.
Atunci X este compact daca si numai daca X este secvential compact.
Vom prezenta in cele ce urmeaza un rezultat central al acestui capitol.
Teorema 1.1.52. Fie A C C o multime deschisa si F C H(A). Atunci F este
compacta daca si numai daca F este uniform marginita si inchisd.
Demonstratie. Fie metrica definita de relatia 1.1.42:

IS —gllx,

<1
 H(A) x H(A =% T =gl
pa s HA) X HA) = [0:09), - palf9) =55 T — g

unde (Kj), en este o exhaustiune normala a multimii A.

Din Teorema 1.1.45 avem ca (H(A),pa) este un spatiu metric complet. Din
Teorema 1.1.51 a lui Hausdorff de caracterizare a spatiilor metrice compacte rezulta
ca F este compacta daca si numai daca F este secvential compacta, adica din
orice sir (fi)ken din F putem extrage un subsir (fi,)pen convergent in raport cu
metrica ps. Sa notam cu f € F limita acestui subsir convergent. Din Teorema
1.1.44 avem ca subsirul (fi,)pen converge uniform pe compacte la f daca si numai
daca plg]élo pa(fr,, f) = 0. Deoarece convergenta sirului (fi,)pen la f in raport cu
metrica py este echivalenta cu convergenta uniforma pe compacte a sirului la f,
obtinem ca F este compacta daca si numai daca JF este relativ compacta si inchisa.
Din Teorema lui Montel 1.1.31 rezulta concluzia, si anume ca F este compacta daca
si numai daca F este local uniform marginita si inchisa.

Exemplul 1.1.53. (i) Multimea
F={f:U—=C| feHU), f(0)=1, Ref(z) >0, z€ U}

este o submultime compacta a lui H(U).

Demonstratie. Pentru a schita pe scurt demonstratia introducem mai intai
notiunea de functie Schwarz.

O functie ¢ : U — C se numegte Schwarz daca ¢ € H(U), ¢(0) = 0si |p(2)| < 1,
VzelU.
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Ideea centrala a demonstratiei este ca o functie f € F daca si numai daca functia

data de relatia

este functie Schwarz.

Implicatia directa rezulta imediat prin faptul ca Re f(z) > 0, deci ¢ € H(U),
iar |¢(z)| < 1 este echivalent cu Re f(z) > 0. Implicatia inversa rezulta prin calcul
direct a lui Re f(z) in functie de ¢(z2).

Aratam ca F este compacta prin Teorema 1.1.52.

Studiem proprietatea de local uniform marginire pe discuri compacte de forma

U(0; 7). Daca scriem functia f sub forma

o(z)+1
1—o(z)

cu ¢ o functie Schwarz si folosind Lema lui Schwarz obtinem ca f este local uniform

f(z) =

marginitd pe orice disc inchis U(0;7). Se observa imediat ca familia F este inchisa
din proprietatile trecerii la limita. Deci conform Teoremei 1.1.52 obtinem ca F este
compacta.

(ii) Fie M > 0. Atunci multimea
G={feHU)|f(:)| <M, zcU}

este un alt exemplu de submultime compacta a lui H(U).

Observatia 1.1.54. Un spatiu topologic X se numegte spatiu Montel, daca
X este spatiu Fréchet, adica spatiu metrizabil complet, si X are proprietatea ca
multimile marginite gi inchise din X sunt compacte.

Deci din rezultatul anterior H(A) (S C C) este un spatiu Montel.

In continuare vom prezenta teorema convergentei lui Blaschke si apoi doua vari-
ante ale teoremei lui Hurwitz relativ la convergenta sirurilor de functii olomorfe.

Teorema 1.1.55. Fie (f,)nen un sir uniform marginit de functii olomorfe defi-

nite pe U. Daca exista A = {z, | k € N} C U o multime numarabila astfel incat

> (1= fal)) =
k=1
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1 exista ]}1_{20 fr(2;) pentru orice punct z; din A, atunci sirul (f,)nen converge uni-
form pe compacte in U.

Teorema 1.1.56. Fie A C C un domeniu $i (fn)nen un sir de functii olomorfe
pe A cu proprietatea ca sirul converge uniform pe compacte in A la functia f. Daca
fn(z) # 0 pentru orice z € A, n € N, atunci f =0 sau f(2) #0,V z € A.

Un exemplu 1n care functia limita este identic nula este girul:

fulz) = 2= neN, € U(0,1) cua € C fixat astfel incit |a| > 1.
n

Observam ca f,(z) verificd enuntul teoremei:
fn e HU(0,1)), fu(2) #0, Vze U, neN.

Dar f, uic;.() inU.

O alta varianta a teoremei lui Hurwitz este data de corolarul urmator.

Corolar 1.1.57. Fie A C C un domeniu $i (fn)nen un sir de functii olomorfe gi
injective pe A. Daca f, g f in A, atunci f este constanta sau injectiva pe A.

In finalul acestui subcapitol introducem notiunea de zerou al unei functii olomorfe
si doua rezultate utile in capitolele urmatoare.

Definitia 1.1.58. Fie A C C o multime deschisa si f : A — C o functie olomorfa.

Daca zy € A este un punct astfel incat

flz0) = fl(z0) = ...= f* V() =0 si [fP(z)#£0,

atunci zy se numeste zerou de ordin k£ pentru f.

In particular, daci f(2z0) = 0, atunci z; este zerou al functiei f.

Pentru functii olomorfe neidentic nule pe un domeniu are loc Teorema zerourilor
unei functii olomorfe.

Teorema 1.1.59. Fie A C C un domeniu si f : A — C astfel incat f € H(A)
st f nu este identic nula. Daca zy € A este un zerou al functiei f, atunci exista

r=r(z) > 0 astfel incat

Ulzo;m) C A si f(2) # 0 pentru orice z € U(zo; 7).
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Un alt rezultat util este o particularizare a Teoremei identitatii functiilor olo-
morfe:

Teorema 1.1.60. Fie A C C un domeniu si f : A — C astfel incat f € H(A).
Urmatoarele proprietati sunt echivalente:

(i) f=0

(ii) Existd un punct xo € A astfel incat f™(zy) =0,V n € N.

(111) Multimea {z € A | f(z) = 0} are cel putin un punct de acumulare.

1.2 Integrala complexa

In continuare vom prezenta notiunea de integrala complexa (Cauchy) si cateva
rezultate fundamentale ce caracterizeaza aceasta notiune.

Definitia 1.2.1. O functie v : [0, 1] — C continua se numeste drum.

Imaginea functiei, ([0, 1]), se noteaza cu {~y} si se numeste suportul drumului ~.

Daca v(0) = (1), atunci drumul 7 este inchis. Un exemplu de astfel de drum
este

2mit

v(2) = 0z + re”™,

care parcurge de fapt OU(zo; 7). Notam cu D(z1, z2) multimea drumurilor din C cu
punctul initial in z; gi punctul final in 25 §i cu Dg(z1, 22) multimea drumurilor din
G cu punctul initial in z; si punctul final in z,.

Se numeste deformatie continua a drumului 7, : [0,1] — G in drumului 7, :

[0,1] — G o aplicatie continua ¢ : [0,1] x [0,1] — G astfel incat

90(07t) = ’Vl<t> §i 90<lvt> = ’72(t)7 le [07 1]'

Observam ca fiecare s € [0, 1] defineste astfel un drum

Yo [0,1] = G, ult) = (s, t).

Drumul 7 : [0,1] — G este omotop cu drumul v, : [0,1] — G daca exista o

deformatie continua in G a lui 71 in .. In acest caz notam ~ 2 Daca v €
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D(z1,22) st ¥2 € D(29,23) atunci compunerea drumului 7, cu drumul 7, va fi un

drum notat y; U ye € D(z1, 23) definit prin:

’yl(Qt), t e |:O,

N | =
—_

(M U)(t) =
Y2t —1), te E, 1}

In general pentru 7 drumuri avem 7, € D(aj,a;11), j = I,n cu a; € C

( [ 1
0, telo-

Y1 (nt) _ n]
1 2

Yo(nt — 1), te —,—}
n'n

U...uvy)t) =4 )
(1 ") (1) b k4l
ye(nt — k), te |—,
n n

To(nt —(n—1)), te -ngl,l]

\
Fie v un drum si A = (tp = 0,4,...,t, = 1) o diviziune a intervalului [0, 1].
Atunci sistemul de drumuri (y — 0,...,7v,-1) este o descompunere a lui v asociata

diviziunii A dacd v, =y o hy, V k = 1,n, unde
hk : [0, 1] — [tkfl,tk], hk(t) =11+ t(tk — tkfl).

Daca v € Dg(z1, 22), atunci inversul drumului 7 se noteaza cu v~ gi este definit
prin v~ (t) = y(1 —t). Observam ca drumurile v gi v~ au acelasi suport, dar sensuri
de parcurgere opuse.

Definitia 1.2.2. Pentru orice z € G notam cu e, drumul definit prin e, (t) = z.

Un drum v € Dg(z,2) se numeste omotop cu zero in G daca > e Drumul
v € D(z1, 2z2) definit prin v(t) = 21 + (22 — 21) se numeste drum liniar.

Un drum ~ pentru care exista o descompunere formata din drumuri liniare se
numeste drum poligonal.

O multime A se numeste poligonal convexa daca pentru orice z1, zo € A exista

un drum poligonal v € D(z1, 22) cu {7y} C A.
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Un domeniu D se numeste simplu conex daca orice drum din D care este inchis
este de asemenea omotop cu zero in D.

Definitia 1.2.3. Fie f : [a,b] — C si A = (to,t1,...,t,) o diviziune a lui [a, b].

Notam cu ||A|| = max{t;, —t,_; | k = 1,n}.

Variatia pe A a lui f este
V(f,A) =D 1) = f(te)
k=1
Variatia totala a lui f pe [a,b] va fi

V(f la,b]) = o V(f.0)

unde Div|a, b] este multimea diviziunilor lui [a, b].

Daca variatia totala a lui f pe [a, b] este finita, atunci spunem ca f este cu variatie
marginita. Un drum ~ care este cu variatie marginita se numeste drum rectificabil,
iar variatia totala a drumului se numeste lungimea drumului si se noteaza cu V(7).

Un drum rectificabil si inchis se numegte contur.

Un drum ~ se numeste neted daca - este o functie derivabila cu derivata continua
pe [0, 1].

Drumul v este partial neted daca exista A = (tg,t1,...,t,) € Div[0, 1] cu pro-
prietatea ca 7|y, ,,,] este un drum neted pentru orice j € {0,1,...,n — 1}.

Un contur v se numegte simplu daca ~(t1) # 7(t2) pentru t1,t, € (0,1), adica
este injectiv pe (0,1).

Propozitia 1.2.4. Fie G C C, v un drum in G si A € Div[0, 1].

Daca (Y0, --.,7n—1) este o descompunere a drumului v asociata diviziunii A,

atunci
~ U...U9p-1.
Y a Y0 Tn—1
Definitia 1.2.5. Daca G C C este un domeniu si a € G, iar [a,2] C G,V z € G,
atunci spunem ca G este stelat in raport cu a.

Domeniul G este stelat daca 3 a € G astfel incat G este stelat in raport cu a.

Un domeniu din C este convex daca el este stelat in raport cu orice punct al sau.
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Observatia 1.2.6. Orice domeniu stelat din C este simplu conex. Deci orice
domeniu convex este si simplu conex.

Exemplul 1.2.7. U(zy;r) este domeniu simplu conex.

U(z;7) nu este simplu conex.

U(zo;71,72) nu este simplu conex.

Definitia 1.2.8. Fie f,g : [a,b] — C astfel incat Re f si Im f sunt integrabile
pe [a,b] atat in raport cu Reg, cat gi in raport cu Im g. Atunci spunem ca f este

integrabila in raport cu g pe [a,b] (In sens Riemann-Stieltjes).

Daca f =wu+iv si g = U + ¢V, atunci definim integrala functiei f in raport cu

b b b b b
/fdg:/udU—/vdV+i/ udV—f—i/ vdV.

Definitia 1.2.9. Fie v un drum rectificabil in C gi f : {7} — C continua. Atunci

g pe |a, b] prin:

definim integrala complexa (Cauchy) a functiei f pe drumul 7 astfel:

lleihwwmww

Ca gi notatie putem intalni si / f(z)dz.
Y

Observatia 1.2.10. Daca « este un drum neted, atunci

/fz /Ol(fov)(t)v’(t)dt.

In cele ce urmeazi vom prezenta cateva proprietati generale ale integralei com-
plexe.
Proprietatea 1.2.11. Fie z1,20 € C, v € D(21,22), f: {7} = C, g : {7} = C,

f si g functii continue. Atunci au loc urmatoarele relatii:
W [ar+sg=a[1+5 [g asec
v vy v

0 [ 1= [

(iii)/)\f:/f—i—/)\f,undeZ;;E(c,)\GD(ZQ,Zg)
YU ¥
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n—1
(iv) /f = Z f, unde A € Div[0,1] si (70, --.,Vn—1) este o descompunere a
gl

k=0 v Tk
drumului v asociata diviziunii A
< U(v) sup |f(z)l.

)| [ 1)
gl ze{~}
Definitia 1.2.12. Fie f,g: A — C, A C C. Daca g € H(A) si ¢'(2) = f(2)

pentru orice z € A, atunci g este o primitiva a lui f pe A.

Teorema de legatura dintre primitiva si integrala 1.2.13. Fie A C C un
domeniu si f : A — C o functie continua. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:

(1) Daca /f = 0 pentru orice contur v din A, atunci f admite primitive pe A.

(i1) Daca } admite o primitiva g pe A, iar v este un drum rectificabil din A,
atunci

[1=6omn0m om0

Observatia 1.2.14. Din teorema precedenta deducem ca o functie continua f
pe un domeniu A C C admite primitive pe A daca si numai daca / f =0, pentru
orice contur 7 a carui suport este inclus in A. !

Observatia 1.2.15. Exista functii continue pe multimi deschise din C care nu

1
admit primitive, cum ar fi f: C* — C, f(z) = —. Deoarece
z

d
/ & om0,
ou(0,1) ?

rezulta din Observatia 1.2.14 ca f nu admite primitive pe C*.

Totusi f admite primitive pe C\ (—oo, 0] sau pe C \ [0, c0).

Un alt rezultat fundamental in studiul integralei complexe este teorema de
legatura dintre olomorfie si primitiva.

Teorema 1.2.15. Fie A C C un domeniu stelat in raport cua € A siaq,...,a €
Q. Daca f: A — C este o functie continua pe A gi derivabila pe A\ {a1,...,ax},
atunci f admite primitive pe A.

Teorema lui Morera 1.2.16. Fie f : A — C, A C C deschisa. Daca f admite
primitive pe A, atunci f este olomorfa pe A.

In continuare prezentam teorema fundamentala a lui Cauchy.
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Teorema 1.2.17. Fie A C C o multime deschisa si f : A — C o functie

olomorfa. Daca 7y este un contur in A omotop cu zero, atunci

/yf:().

In particular dacd z1, 2, € A si V1,72 € Dalz1, 29) astfel incdt v 2 atunci

[=1

Observatia 1.2.18. Din Teorema 1.2.13 gi Teorema 1.2.17 obtinem ca daca
A C C este un domeniu simplu conex si f € H(A), atunci f admite primitive pe A.
Teorema 1.2.19. Fiea € C, r > 0, f : U(a;r) — C o functie olomorfd pe
Ul(a;r) si continud pe Ul(a;r). Atunci f este nelimitat derivabild pe U(a;r) si au loc

urmatoarele relatii:

1 £(©) |
1O =5 [ TR e Ulan)
Wiy M £(©) |
fk(z)_Zm, /BU(W) (g_z)lwrldc’ ze€U(a;r), k€N,

Observatia 1.2.20. Teorema anterioara prezinta formulele lui Cauchy pentru
disc. Din aceste formule putem deduce ca daca pentru o functie olomorfa pe un disc
si continua pe inchiderea discului se cunosc valorile ei pe frontiera discului, atunci
valorile functiei sunt determinate si in restul discului.

Corolar 1.2.21. Fie A C C o multime deschisa si f € H(A). Atunci f este
nelimitat derivabild pe A, deci existda f™ € H(A) pentru orice n € N.

Corolar 1.2.22. Fie A C C o multime deschisd, U(zp;r) C A si f € H(A).

Atunci au loc inegalitatile lui Cauchy:

[fO () <= kEN,

unde M = max{|f(2)| | z € U(zp;7)}.
Teorema 1.2.23. Fie A C C deschisd si n puncte din mulfime z; € A, j =1,n.
Daca f: A — C este derivabila pe A\ {z,...,2z,} §i continua pe A, atunci f este

olomorfa pe A.
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In continuare vom introduce notiuneade serie Laurent si cateva rezultate princi-
pale referitoare la aceasta notiune.

Definitia 1.2.24. Fie a € C. Seria Laurent este o serie de functii de forma

oo

c_ c_
Z ck(z—a)k:...+ﬁ+...+Z_la—f—co—l—...—i—ck(z—a)k—I—...

k=—o00

-1
Seria Laurent este compusa din partea sa principala Z cr(z—a)¥ i din partea

k=—o0
oo
sa tayloriana 5 cr(z —a)r.

k=0
00

Teorema 1.2.25. Fie seria Laurent Z cr(z —a)k si notam cu:

k=—o0
r= lm /|ck| $i — = lim v/|ckl|-
k—ro0 p k—ro0

Daca r < p, atunci seria converge uniform pe compacte, este absolut convergenta
in Ula;r, p) si este divergentd pe C\ Ul(a;r, p).
o

Observatia 1.2.26. Fie r, p si Z cr(z — a)¥ definite in rezultatul precedent.
k=—o0

Daca r < p, atunci f € H(U(a;r, p)), unde

o0

f(z) = Z ci(z—a), zeU(ar,p).

k=—00

Teorema dezvoltarii in serie 1.2.27. Fie zp € C 51 0 < r; < ry. Daca

f:U(zo;71,7m2) — C este olomorfa, atunci f se poate dezvolta in serie Laurent, iar
coeficientii ¢ sunt unici astfel incat

o0

f(z) = Z cr(z = 20)", 2 € Ulzo571,72).

k=—o0
Prezentam in continuare, pe scurt, notiunea de ramura uniforma si cateva teo-
reme legate de aceasta notiune.
Definitia 1.2.28. Fie A, B C C, A multime deschisa astfel incat A C B. Fie
F : B — P(C) o aplicatie multivoca. Functia f : A — C se numeste ramura

uniforma a lui F' pe A daca f € H(A) si f(z) € F(z),V z € A.
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Exemplul 1.2.29. Fie aplicatia multivoca logaritm Log : C* — P(C)
Logz = In |z| + iArg 2.

Alegem A = C\ {z € C| Rez > 0, Imz = 0} care este o multime deschisa,
A C C* (de fapt, A este un domeniu simplu conex in C).

Atunci functia f : A — C, f(2) = logz = In|z| + i6(z), unde 0(z) € Argzn
(0,27), este o ramura uniforma a aplicatiei multivoce logaritm pe A.

Teoremele ce urmeaza ne arata ca pe domenii simplu conexe exista si sunt unice
ramurile uniforme corespunzatoare aplicatiilor multivoce logaritm si putere, daca
fixam o valoare initiala.

Teorema 1.2.30. Fie A C C un domeniu simplu conez si g: A — C, g € H(A)
astfel incat g(z) #0,V z € A. Fie zg € A si wy € Log (g(20)). Atunci exista o unica
ramura uniforma f a lui Log o g pe A astfel incat f(zy) = wo.

Teorema 1.2.31. Fie A C C un domeniu simplu conez si g: A — C, g € H(A)
astfel incat g(z) # 0,V z € A. Fie a € R, zp € A g1 wy € [g(20)]*. Atunci exista o
unica ramurd uniforma f a lui g* pe A astfel incat f(zo) = wo.

In cele ce urmeaz vom introduce notiunea de index si cateva rezultate referitoare
la aceasta notiune.

Definitia 1.2.32. Fie v un contur din C si un punct z € C\ {7}. Atunci indexul

conturului v in raport cu z se noteaza cu n(7y; z) si este definit prin relatia

7 2m C

Exemplul 1.2.33. Pentru conturul y(t) = 2o+re®™ ¢ € [0, 1] avem b(; z9) = 3.

Intuitiv, observam ca indexul ne arata de cate ori v ocolegte punctul zy, deoarece
20 € {7}

Lema 1.2.34. Pentru doua contururi v1 si vo din C au loc urmatoarele pro-
prietati:

(1) n(yy,2) = —nln,2), Vz€C\{m}

(i1) Daca v, (1) = 1,(0), atunci

n(y1 Uz 2) = n(y;2) +n(ye2), V2 € C\ ({n}U{r}).
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(111) Dacd v, si o sunt omotope i z € C\ ({m} U{1}), atunci
n(y;z) = n(y;2).

Teorema 1.2.35. Fie v un contur in C. Daca z € C\ {7} este un punct oarecare
atunci n(vy; z) € Z. De asemenea, n(vy,-) este o functie constanta pe fiecare compo-
nenta conexd a lui C\ {v}. In plus, pentru orice punct z din componenta conexa
nemarginita a lui C\ {v} avem ca n(y;z) = 0.

In cele ce urmeazi prezentam o extindere a formulelor lui Cauchy pentru disc,
stabilind in mod asemanator o formula pentru integrala pe un contur omotop cu
zero. Aceste rezultate se numesc formulele lui Cauchy pentru contururi.

Teorema 1.2.36. Fie A C Cy o multime deschisa si f € H(A). Daca v este

omotop cu zero in A, atunci are loc relaia:

w06 = o [T e se Al ken

Introducem in cele ce urmeaza cateva notiuni legate de puncte izolate.
Definitia 1.2.37. Fie A C C o multime deschisa si f € H(A). Punctul zy € C

se numeste singular izolat pentru functia f daca zy € A §i exista r > 0 astfel incat

Ulzy;r) C A.

sin z

Exemplu de functii cu puncte singulare izolate sunt é sau ~

Definitia 1.2.38. Fie A C C o multime deschisa, f € H(A) g1 2o un punct
singular izolat al functiei. Atunci

(i) zo este eliminabil daca f se extinde olomorf la AU {z}.

(ii) zo este pol daca lim f(z) = oco.

2320

(iii) 2o este esential izolat daca nu exista limita functiei f in z.

(iv) zo este regular pentru functia f daca z, este eliminabil pentru f sau f este
derivabila in zg.

Prezentam in cele ce urmeaza cateva caracterizari ale diferitelor tipuri de puncte
singular izolate.

Lema 1.2.39. Daca A C C deschisa, f € H(A) si zo este un punct singular

1zolat a lut f, atunci urmatoarele afirmatic sunt echivalente:
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(1) zo este eliminabil

(i1) 3 Zh_}rg) f(z)eC

(111) Partea principald a seriei Laurent in punctul zy nu are nici un termen.

Definitia 1.2.40. Fie A C C o multime deschisa. Functia f : A — C se numeste
meromorfa, daca exista B C A fara puncte de acumulare in A astfel incat f €
H(A\ B), iar B contine doar puncte eliminabile sau poli pentru f.

Observatia 1.2.41. Daca A C C, deschisa si co € A, atunci f este meromorfa
pe A daca f este meromorfa pe A N C, oo fiind punct eliminabil sau pol pentru
functia f.

Daca f este meromorfa pe A, notam f € M(A).

Definitia 1.2.42. Fie A C C deschisa, zp € C si f € M(A) cu proprietatea ca

f nu e functia nula pe nici o componenta conexa a lui A.
[o.¢]

Fie f(z) = E cr(z — 20)* dezvoltarea in serie Laurent a functiei f in z.
k=—o0
Definim si notam ordinul lui f in zy prin:

ord(f;z0) = inf{k € Z | ¢, # 0}.

Daca f = 0, atunci ord(f; zy) = oco.

Teorema 1.2.44. Fie A C C deschisa, f € M(A) cu proprietatea ca f nu este
functia nuld pe nici o componentd conexd a lui A si g € H(A). Daca ~y este un
contur omotop cu zero in A care nu trece nici prin zerourile, nici prin polii functiei

f, atunci suma

> g(z)nly;2)ord(f;2)

ZEZfUPf
este finita, unde Z; este multimea zerourilor lui f, 1ar Py este multimea polilor lus
f, si are loc relatia:

1[G
2mi )., f(2)

g(2)dz= 3 gl 2)ord(f; 2).

2€Z7UPy

Un caz particular al acestei teoreme este teorema lui Cauchy relativa la zerouri

si poli.
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Corolar 1.2.45. Fie A C C deschisa, f € M(A) care nu e identic nuld pe nici
o componenta conexd a lui A $i fie v un contur omotop cu zero in A care nu trece

prin zerourile si polii functieir f. Atunci are loc relatia
1 /
n(fov;0) = Q—M/WJ;(Z)CZZ = Y ord(f;z)n(v; 2),

<Z> ZEZfUPf
unde Z; este multimea zerourilor lui f, iar Py este multimea polilor lui f pe A.

In finalul acestui subcapitol prezentdm o variantd particulard a teoremei lui Ro-
uché.
Teorema 1.2.46. Fie A C C deschisa, functiile f,g € H(A), D un disc astfel

incat D C A si notim cu v = 0D. Dacd are loc relatia:

()| < |f(2)], ¥V z €y

atuncst
No(f +g) = No(f),

unde No(f) (respectiv No(f +g)) este numarul zerourilor functiei f (respectiv f+g)
pe D.

1.3 Reprezentarea conforma

In cele ce urmeaza vom prezenta notiunile de functie univalenta si reprezentare

conforma.

1.3.1 Functii univalente. Proprietati generale

La inceputul acestui subcapitol introducem notiunea de functie univalenta.

Definitia 1.3.1.1. Fie A C C domeniu si f : A — C. Functia f se numeste
univalenta pe A daca f este olomorfa si injectiva pe A.

Notam multimea functiilor univalente pe A cu H,(A).

Exemplul 1.3.1.2. Fie multimea £ = {z € C | Rez > 0} si functia f : F — C

definita prin f(z) = 2z2. Se observa ca functia f dubleaza argumentul variabilei
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complexe, deci cum E reprezinta semiplanul drept, vom avea ca w = f(z) are
|argw| < m. Evident f € H,(F) ¢i f(E)=C\{w e C|Rew <0, Imw = 0}.
Exemplul 1.3.1.3. Functia lui Koebe definita prin f : U — C,

B z
f(z) = =22
este univalenta pe U. Observam ca numitorul nu se anuleaza in discul unitate (se
anuleaza doar pe frontierd), deci f este olomorfa pe U.
Prima metoda de a arata ca f este si injectiva este urmatoarea.

Presupunem ca f(z1) = f(z2), 21, 22 € U. Atunci avem ca

21 z2

(1 —21)2 (1 —22)27
adica

z21+ zlzg — 22129 = 29 + zfzg — 22129.

Obtinem ca (z1 — 29)(1 — 2129) = 0.

Dar z1, 2 € U, deci |z1] < 1 i |22| < 1. Astfel avem ca 2125 # 1, deci 21 = 2 §i
f este injectiva.

O alta metoda de a arata ca f este univalenta, este cu ajutorul Teoremei lui
Kaplan (Teorema 1.3.1.13).

Fie functia

1 14z
g<z)_§.1—z
Atunci
/ 1 .
g(Z)—<1_ e o 9 € Hu(U)
Avem ca
f,(z)_(1—2)2+22(1—z)_1—z—|—22_ 14z
N (1—2)* (=2 (1-2)
Deci
1(2) 1+ 2 ,» 1+2z

7 o LT T

S}

—Z

1
Prin calcul reiese imediat ca Re 1
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Atunci din Teorema 1.3.1.13 rezulta ca f € H,(U).

Functia lui Koebe se poate scrie ca si compunere de functii astfel:
[ =z30250z pe U,

unde

. om(2) =22 5 z(z) = i(z —1).

Stim ca z; este univalenta pe U si transforma discul unitate in semiplanul drept,
adicd z;(U) = E, unde £ = {z € C | Rez > 0}. De asemenea, 2o € H,(F) s
29(E) =C\{w € C|Rew <0, Imw =0} din exemplul 1.3.1.2.

Cea de-a treia functie z3 este univalenta pe C\ {w € C | Rew < 0, Imw = 0}

si obtinem
1
z3(z2(21(U))) = C\ {w € C|Rew < T Imw = 0} .
In concluzie functia lui Koebe transforma discul unitate in

C\{wE(C]Rewg—i, Imw:O}.

fe) = L=
/\

QN

2
7 Z
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z

Fie acum functia fy(z) = m
— 62

Avem ca
i0
z —it ez

fo(z) = A2 ¢ ez e f(e?z), zeU,

deci fy este o rotatie de unghi —0 a functiei f i fy € H,(U).

Exemplul 1.3.1.4. Functia exponentiala g(z) = e* este univalenta pe banda
B={:e€C|-nm<Imz<n}

si transforma aceastd banda in C \ (—o0,0]. Observam ca in general functia
exponentiala nu este univalenta, fiind periodica.

Observatia 1.3.1.5. Suma a doua functii univalente nu este de obicei univalenta,
dar compunerea a doua functii univalente ramane o functie univalenta.

Definitia 1.3.1.6. Fie A C C multime deschisa si f : A — C o functie olomorfa.
Spunem ca functia f este local univalenta pe A daca pentru orice punct din A,
z € A, exista un disc centrat in acel punct inclus in A, U(z;r) C A, astfel incat

restrictia lui f la U(z;r) e bijectiva, olomorfa si cu inversa olomorfa.

smgulara n 2.

emplul 1.3.1.7. Funct = €7, degi nu este univalenta pe

1
%e/%e/ cal univalenta. 4
%

u loc urmatoarele rezu

a %&Zé functiile univalente (local univa-

Teorema 1.3.1.8. Fie A C C o multime deschisa si f : A — C o functie

lente).

olomorfa. Atunci f este local univalenta pe A daca si numai dacd f este nesingulara.

35



Teorema 1.3.1.9. Fie A C C un domeniu si f € H,(A).

Atunci f'(z) #0, V z € A, adica f este nesingulard pe A.

Urmatoarea teorema se refera la faptul ca printr-o functie univalenta se conserva
notiunea de simplu conexitate.

Teorema 1.3.1.10. Fie A C C un domeniu simplu conex si f € H,(A). Daca
notam B = f(A), atunci B este domeniu simplu conet.

Varianta a doua a teoremei lui Hurwitz prezentata in paragraful 1.1, Corolarul
1.1.56, se poate reformula cu notiunea de functie univalenta astfel:

Teorema 1.3.1.11. Fie A C C domeniu i (fn)nen sir de functii univalente
pe A care converge uniform pe compacte in A la f. Atunci f este constantd sau
univalenta pe A.

Urmatoarele doua teoreme pun in evidenta conditii suficiente de univalenta.

Teorema 1.3.1.12. (Teorema lui Alexander) Fie A C C domeniu convex §i
feH(A).

Daca Re f'(z) > 0,V z € A, atunci f € H,(A).

Teorema 1.3.1.13. (Teorema lui Kaplan) Fie A C C domeniu, f € H(A) i

g € Hu(A) astfel incat g(A) este domeniu convex. Daca
Re[f'(2)/d'(2)] >0, V z € A,

atunci f € H,(A).

1.3.2 Reprezentarea conforma in planul complex

In cele ce urmeazi introducem notiunea de reprezentare conforma.

Definitia 1.3.2.1. Fie A, B C C domenii si f : A — B. Functia f se numeste
reprezentare conforma daca f € H,(A) si f(A) = B.

Domeniile A si B se numesc in aceste conditii conform echivalente.

Daca A = B, atunci f se numeste automorfism conform al domeniului A.

Notam cu Aut(A) multimea automorfismelor lui A.

Teorema 1.3.2.2. Fie A, B C C domenii astfel incat A este simple conex si A

este conform echivalent cu B. Atunci B este un domeniu simplu conez.
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Observatia 1.3.2.3. Aceasta teorema este o implicatie directa a Teoremei 1.3.9
daca alegem f reprezentarea conforma intre cele doua domenii.

Deducem deci ca un domeniu simplu conex nu poate fi conform echivalent cu un
domeniu multiplu conex.

Observatia 1.3.2.4. C si discul unitate sunt omeomorfe, dar nu sunt conform

echivalente. In sprijinul acestei afirmatii avem ca f : C — oo,

z
V14 |z)?

este un omeomorfism al lui C pe U. Presupunem acum ca C gi U sunt conform

f(z) =

echivalente, deci exista o reprezentare conforma g : C' — U. Rezulta ca g € H(C)
si din g(C) = U rezulta ca g este marginita. Din Teorema lui Liouville obtinem
ca g este constanta, ceea ce conduce la o contradictie. Deci C gi U sunt conform
echivalente.

Observatia 1.3.2.5. Daca f : A — B este o reprezentare conforma a domeniului
A pe domeniul B, atunci f~! este o reprezentare conforma a lui B pe A.

Observatia 1.3.2.6. Daca f : A — B este o reprezentare conforma a domeniului
A pe domeniul B, atunci orice alta reprezentare conforma de la A la B se reprezinta
caglig=ho f, unde h € Aut(B).

Exemplul 1.3.2.7. Discul unitate U si semiplanul A = {z € C | Rez > 0} sunt
domenii conform echivalente. O reprezentare conforma intre aceste doua domenii

este functia
_1+z
C1-2z

Urmatoarea teorema este un rezultat central relativ la reprezentarile conforme.

f(2)

Teorema 1.3.2.8. (Teorema lui Riemann) Fie A C C un domeniu simplu
conex cu A # C. Atunci A si discul unitate U sunt conform echivalente.

Urmatoarea teorema ne da forma automorfismelor discului unitate.

Teorema 1.3.2.9. Fie f : U — C. Atunci f este automorfism conform al

discului unitate daca si numai daca exista a € U si 0 € R astfel incat

f(z) = L el

1—az’
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Observatia 1.3.2.10. Notam cu II urmatorul semiplan:
I={zeC|Imz > 0}.

Notam cu By multimea reprezentarilor conforme ale lui IT pe discul unitate U.

Teorema 1.3.2.11. Cu notatiile din observatia anterioard avem ca

z—g, zell, 0 eR, acC, Ima>0}.

zZ—a

By — {go Lo U | pupl(z) — -

Teorema urmatoare ne da forma automorfismelor semiplanului superior.

Teorema 1.3.2.12.

b
Aut(IT) = {f:H—>H|f(z): azj——cf zell, a,b,c,d € R, ad—bc>0}.
cz

Prezentam in cele ce urmeaza o teorema care ne da forma automorfismelor pla-
nului complex C.

Teorema 1.3.2.13.

Aut(C)={f:C—C| f(z) =az+b, z€C, a,beC, a#0}.

2!
7
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Capitolul 2

Functii univalente si lanturi de

subordonare diferentiala

In acest capitol vom studia notiunea de functie univalenta si ne vom referi la unele
rezultate generale referitoare la aceasta notiune. In acest sens, vom prezenta conditii
necesare si conditii suficiente de univalenta si vom studia clasa S a functiilor normate
univalente pe discul unitate. De asemenea, vor fi prezentate subclase importante ale
clasei S, formate din functiile stelate, convexe si spiralate pe discul unitate. In finalul
acestui capitol vom introduce cateva rezultate fundamentale din teoria lanturilor de
subordonare diferentiala.

Sursele principale bibliografice pe care le-am utilizat in alcatuirea acestui capitol

sunt [KM], [MBS], [GK]. De asemenea, au fost utile [Co], [RR], [Po].

2.1 Clasa S

In cele ce urmeaza ne vom referi la clasa S a functiilor normate univalente pe

discul unitate U.
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2.1.1 Proprietatile generale ale clasei S

Definitia 2.1.1.1. S este o clasa speciala de functii univalente pe discul unitate

care indeplinesc conditiile f(0) = 0 si f/(0) = 1. Deci expresia clasei S va fi:

S=A{feH(U)| f(0)=0, f(0) =1}.

Reamintim faptul ca H,(U) reprezinta clasa functiilor univalente pe discul uni-
tate U.
Exemplul 2.1.1.2. Functia f : C — C, f(z) = az? + z este univalenta pe U cu

f'(z) =2az+1.

Avem ca f'(0) =1si f(0) =0, deci f € S.
Exemplul 2.1.1.3. Functia f: U — C, f(z) = . -

este univalenta pe U cu

1
/ JR—
f(Z) - (1 _2)2'
Avem ca f(0) =0si f/(0) =1, deci f € S.
Proprietatea 2.1.1.4. Orice functie f € S admite o dezvoltare in serie de puteri

de forma

f(z) = z—l—Zakzk, zeU.
k=2

Notatie 2.1.1.5. Fie I exteriorul discului unitate, adica
I'={zeCx||2| >1}.

Reamintim ca o functie f : A — C, A — multime deschisa, se numesgte meromorfa
daca exista B C A fara puncte de acumulare in A astfel incat f € H(A\ B), iar B
contine doar puncte eliminabile sau poli pentru f.

In aceste conditii, notam cu X clasa functiilor f : I' = C,, care sunt mermorfe
si injective pe I' cu unicul pol simplu z = oo si care se pot dezvolta in serie Laurent

la oo sub forma:

= b
f(z):z+zz—’;, 1< 2] < .
k=0
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Vom prezenta in cele ce urmeaza un rezultat important al acestui subcapitol.

b
Teorema ariei 2.1.1.6. Fie f € 3, f(z) =z + g —Z, 1 <z] < o0.
z
k=0

Atunci Zl{;|bk|2 < 1.
k=1
In plus avem ca |by| < 1. Egalitatea are loc daca i numai daca g este de forma

A
g(z)=z4+by+—, 1<]z] <oo unde |\ =1.
z

Inainte de a prezenta o consecinta a teoremei ariei, prezentam o propozitie utila

1n deducerea rezultatului urmator.

Propozitia 2.1.1.7. (i) Daca f € S sig(¢) = ;1, atunci g € 3 51 g(¢) # 0,
19
¢

¢el.
(i) Daca g € ¥ 51 g(¢) #0, ¢ € I, atunci f € S unde

Demonstratie. (i) f € S = f e H,(U), f(0) =0, f(0)=1

f — injectiva pe U = g injectiva pe I'.

Din formula lui Taylor avem ca:

*®) (0
fR)=z24+a taz® + . da"+..., |zl <1, ak:flﬂ() =

1

g(C):]_ as as Qg

Z+E+§—I—...+F
B ¢

- as a9 k
1—1—?"‘?_"" +Ck 1+

Pentru || > 1 suficient de mare putem considera

w:%qL%—i—...EU, adica |w| < 1

¢ ¢
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si folosim dezvoltarea in serie:

1
— =l-—w+wr+..., lw| < 1.
1+w

Deci

:<—a2+(a§—a3)-%+...

In concluzie functia g se dezvolta in serie Laurent la oo sub forma

b
g<<>:<+zc—§, 1< [¢ < o0.
k=0

9(00) = i (€)= Jimy e =iy 75 = s
19

¢

Observam ca ¢'(c0) = 1.

Daca ¢ = oo pol simplu pentru functia g data de relatia

€)= —rc
T
1

f(z>:0 & %:0 & (= 0.

Asadar ¢ este olomorfd pe {¢ € C |1 < |¢] < oo}, deci g € 2. In plus ¢(¢) # 0,
¢el.

(i)gey = g(C)=<+Zg,
k=0

1 <|(] <0

g — injectiva pe I' = f injectiva pe U

. . 1
f<0>:£1£5g<1):}i%om:0




) _ f(z)— f(0)
J(0) = lim === = lim = Ui%g(l)
A

= lim L = lim ——
(o0 g(¢) o0 g'(C)

Evident f olomorfa pe U.

In concluzie f € S.

Urmatoarea teorema furnizeaza o estimare a coeficientului as din dezvoltarea in
serie Taylor a functiilor din clasa S.

Teorema 2.1.1.8. Fie f € S, f(z) =z + Zakzk.
k=2

Atunci |ag| < 2. Egalitatea |as| = 2 are loc dacé st numai daca f este o rotatie
a functiei lui Koebe.

Demonstratie. f € S = f(0) = 0si f(z) # 0,V z € U, adica f fiind
univalenta z = 0 este unicul zero al functiei.

Fieg: U — C, g(2) = @ pentru z € U si g(0) = 1.

Atunci g € H(U) si g(z) #0, z € U.

Din Teorema ramurilor uniforme pentru aplicatia putere 1.2.3.1 cu a = % avem
ci existd o unicd ramurd uniforma h pe U a aplicatiei multivoce [g(22)]'/? astfel
incat h(0) = 1. Fie g(z) = zh(z), z € U si se observa ca g € H(U), iar ¢(0) = 0 si
¢'(0) = h(0) = L.

Aratam ca g este injectiva pe U. Fie 21,20 € U cu q(21) = q(22)

= ¢*(21) = ¢*(2) & 21h*(21) = 25h*(20).

f(2)

Dar h este ramura uniforma a aplicatiei [g(22)]'/2 = h?%(2) = g(2?), iar g(2) = — 2.

z
Deci ¢*(21) = ¢*(2) & 209(27) = 239(23) & f(=7) = f(23).

f €S = f univalentd si obtinem ci 27 = 22, adicd z; = £2,.

Daca z; = —29 =

q(z1) = z1h(z1) = —2h(—2) = —2(g[(22)*])* = —22h(22) = —q(22).

Dar am presupus ca q(z1) = q(22) = q(z1) = q(22) =0 < z1h(z1) = 22h(22) = 0.
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Dar din faptul ca h(z) # 0, z € U obtinem z; = 25 = 0.
In concluzie in ambele cazuri obtinem z; = 29, deci functia q este injectiva pe U.

Am ardtat anterior ca ¢ € H(U), ¢(0) = 0 si ¢/(0) = 1, deci deducem ¢ € S.

2
Tinand cont de relatia h?(z) = f(z ), z € U i de faptul ca ¢(z) = zh(z) putem
z
/
0
calcula coeficientul by = %> din dezvoltarea in serie de puteri a functiei ¢ in

.. . az . NETTEN . .
origine. Se obtine by = > unde as era coeficientul dezvoltarii in serie de puteri a

functiei f. Deci avem ca:

Cum ¢ € S, din Propozitia 2.1.1.7 rezulta ca p € X,

p(C)q(ll> :§+&0+%+%+...
¢
Prin calcul obtinem
1
p(C)zC—%-Z+..., 1< |¢] < oo

Din Teorema 2.1.1.6 obtinem ca )%‘ < 1, iar egalitatea ’%‘ =1 &

p(<)=<+bo+%, 1 <|¢] <00, |N=1.

. 1
In cazul nostru p(¢) = ¢ — % - —, pentru ca by = 0.

¢
Notand % = \, atunci |\ = 1

1 1 z
o(2)
Avem ca
2
2 272 20N i
f(z)_Zh’(Z)_Q(Z)_(l_)\Zg)g
si rezulta ca
z
f(2) ST zeU,



adica f este o rotatie a functiei Koebe.

z
5, 0 € R, atunci prin calcul obtinem

(1 —e?z)
f(2)=2+2"24 ..., 2€U

Reciproc daca f(z) =

si deci |ay| = 2] = 2.
In concluzie |as| = 2 daca si numai daca f este o rotatie a functiei lui Koebe.

Observatia 2.1.1.9. Functia lui Koebe este data de

f(z):m, z e U.

Consideram f, : U — C o rotatie a functiei lui Koebe de unghi r. Atunci
fr(z)=e"f(e"z), zeU.
Dezvoltarea in serie de puteri a functiei f, este
fr(2) =2 —=2e"22 436725 — 4 (=1)"Inet Vi 4

., zel.

Se observa ca pentru aceasta functie avem |a,| = n, n € N*.

L. Bieberbach a formulat, pornind de la aceasta observatie, faimoasa sa conjec-

tura.

Conjectura lui Bieberbach 2.1.1.10. Fie f € S o functie care admite dezvol-

tarea in serie de puter:
f(z)=z+ Zakzk.
k=2

Atunci avem cd |a,| <n, ¥V n > 2.

FEgalitatea |a,| = n, ¥V n > 2 are loc daca i numai daca f este o rotatie a functiei

lui Koebe.

Observatia 2.1.1.11. Cazuri particulare ale Conjecturii lui Bieberbach au fost

demonstrate in 1916 de catre el insusi (pentru n = 2), in 1923 de catre K. Loewner

(pentru n = 3), in 1955 de catre P.R. Garabedian gi M. Schiffer (pentru n = 4), in
1968 de catre R.N. Pederson (pentru n = 6) si in 1972 de catre R.N. Pederson gi M.
Schiffer (pentru n = 5).
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Dar intreaga Conjectura a fost demonstrata abia in 1984 de catre L. de Branges
care a folosit metoda lui Loewner.

In cele ce urmeazi vom prezenta Teorema de acoperire a lui Koebe-Bieberbach
ca si aplicatie a teoremei anterioare.

Teorema 2.1.1.12. Fie f € S. Atunci Uy/s € f(U).

Demonstratie. Fie ( € C astfel incat ¢ & f(U). Deci f(z) # (, z € U sau

@7&1, zeU.
Fieg: U — C, g(z) = /) ,zeU
RO
fes = f(0)=0, f’<0)=C1
Deci g(0) =0
f(2) f'(2)
£ (1 ) ”

si obtinem ¢'(0) = 1.
Se observa ca f € H,(U), deci g € S.
Fie dezvoltarea in serie de puteri a lui f:

FH(0)
R

o0
f(z) = Z+Zakzk, z € U, unde a; =
k=2
Din calcul obtinem ca dezvoltarea in serie de puteri a lui g este

1
g(z):z+<a2+z>z2—|—..., zeU.

Cum g € S rezulta din Teorema 2.1.1.8 ca

1
&2+—‘§2-
¢

Cum f € S rezulta din Teorema 2.1.1.8 ca |as| < 2.

Deci

| =

1 1
Hé a2+z'+!a2!§4 < ¢ >
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Dar ¢ € f(U) si este arbitrar, rezulta ca Uy C f(U).

Observatia 2.1.1.13. Din Teorema precedenta putem deduce ca

rw)y=v (o; i) .

fes

1
Pentru justificare observam ca f(u) O U (0; 1) implica

N rw)2vu (o;}l) .

fes
Dar stim ca orice rotatie a functiei lui Koebe este din clasa S.

z

fe(Z):mes, zeU.

Din rezultate anterioare legate de functia lui Koebe stim ca

st = (05).
De aici deducem ca

1
N rw)y=v (o; Z) .

Deci

rw)y=v (o; i) .

Geometric putem interpreta aceasta egalitate astfel: U (O; i) este discul cu
centrul in origine gi raza maxima, care este acoperit de imaginea discului unitate
prin orice functie din clasa S.

Prezentam in continuare Teorema de deformare si distorsiune pentru clasa S.

Teorema 2.1.1.14. Fie f € S. Atunci au loc relatiile:

el N
.. 1 - |Z| / P 1 + |Z’ >
(ii) —(1 2P < |f(2)] < —(1 T2 eU.

O alta proprietate importanta a clasei S este compactitatea sa.

In cele ce urmeaza vom demonstra acest rezultat.
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Teorema 2.1.1.15. S este o submulfime compacta a lui H(U).

Demonstratie. Tinand cont de Teorema 1.1.52 si de faptul ca S C H(U),
deducem ca multimea S este compacta daca si numai daca S este local uniform
marginita si inchisa.

Mai intai aratam ca S este local uniform marginita.

In acest sens, demonstram ci pentru orice r € (0,1), existd M(r) > 0 astfel incat
[fR) < M(r), [zl <r V[feS.
Fie f € Ssir € (0,1). Atunci avem din Teorema 2.1.1.14 ca

12 5> pentru |z] < 1.

Alegem M(r) = 5 > 0.

(1—7)

Se observa ca aceasta constanta nu depinde de f € S, deci pentru |z| = r obtinem
[f(2)] < M(r).
Din Teorema maximului modulului (Teorema 1.1.15) deducem ca
max{[f(2)] | [2| < r{=max{|[f(2)| [ |z] = r}, Vr€(0,1).
Aici am folosit faptul ca f nu este constanta. Prin urmare,
|f(2)] < M(r) pentru |z| <r < 1.

Deducem de aici ca S este local uniform marginita.

Pentru a demonstra ca S este inchisa, fie un sir oarecare (f,,)neny C S astfel incat
fn u—_ci fsiardatca f e S.

Din Teorema lui Weierstrass 1.1.24 rezulta ca f € H(U), f(0) = 0si f/(0) = 1.
Pe de alta parte, (f,)nen este un gir de functii univalente pe U care converge uniform
pe compacte la f. Din Corolarul 1.1.56 (o varianta a Teoremei lui Hurwitz) rezulta
ca f este constanta sau injectiva pe U. Dar f'(0) = 1, deci f nu poate fi constanta.
Rezulta ca f este injectiva pe U si in concluzie f € S. Am demonstrat deci ca S

este local uniform marginita si inchisa, in concluzie obtinem ca S este compacta.
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2.1.2 Convergenta in nucleu

Definitia 2.1.2.1. Fie (A, )nen un sir de domenii, A,, C C, astfel incat 0 € A,
vV néeN.

(i) Daca 0 € int (ﬂ An> , atunci un domeniu A C C se numeste nucleul girului

neN
(Apn)nen, daca, in plus, A este cel mai larg domeniu din C astfel incat pentru orice

compact K C A, 3 ng € N cu proprietatea ca K C A,,, n > ny.

(ii) Daca 0 & int ﬂ A, |, atunci nucleul sirului (A4, )nen este {0}.

neN
Prin notiunea de cel mai larg domeniu cu proprietatea respectiva intelegem ca

oricare ar fi un alt domeniu B C C care satisface proprietatea avem ca B C A,
Sa observam totodata ca nucleul unui gir de domenii exista si este bine definit.

Luam
F={BCC|0€eB,VKCB, K compacta, 3ng € Nai K CA,, n>ng}

si

6= B

BeF
Observam ca prin definitie A e F = ACG.

Dar A este cel mai larg domeniu din C cu aceasta proprietate, deci V B € F

avem ca

BCA= |JCA=GCA
BeF

Deci A = G si am gasit nucleul girului (A4, ),en.

Definitia 2.1.2.3. Fie (A,,)nen un sir de domenii, A,, C C si notam cu A nucleul
sirului. Spunem ca sgirul (A, ),en converge in nucleu la A, A,, — A, daca orice subsir
al girului (A,,),en are acelagi nucleu A.

Exemplul 2.1.2.4. Alegem un sir de domenii (A4, ),en, 4, C C astfel incat
A, CA,1,neNgi0e Ay. Atunci nucleul girului este

A= 4,
neN

si avem ca A, — A.
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Rezultatul central al acestui subcapitol este Teorema lui Carathéodory. Acest
rezultat ne da legatura dintre notiunile de convergenta uniforma pe compacte a
unui sir univalent (f,).eny pe discul unitate gi convergenta in nucleu a sirului de
domenii simplu conexe (f,,(U))nen.

Teorema 2.1.2.5. (Teorema Carathéodory). Fie (f,)nen un sir de functii
cu proprietatea ca f, € H,(U), fo(0) =0, f1(0) = ag, ¥V n € N, unde o, > 0.
Notam cu A, = fo(U), V¥V n € N i cu A nucleul sirului (A,)nen-

Daca presupunem ca A # C, atunci sirul (f)nen converge uniform pe compacte
in U la o functie f daca si numai daca sirul (Ap)nen converge in nucleu la A.

In functie de nucleul girului (Ay,)nen distingem doud cazuri:

(i) A ={0} daca si numai daca f =0

(i) A # {0}. Atunci A= f(U), iar f € H,(U).

In plus, sirul (f )nen converge uniform pe compacte in A la f=1.

Exemplul 2.1.2.6. Fie girul de functii (f,,)nen definit prin

fulz) = ——=

T on(l— )2

Observam ca functia f, este functia Koebe inmultita cu o constanta. Stim ca

ze U, neN.

imaginea discului unitate prin functia lui Koebe este
1
C\{Z€C|Rez§—z, Imz:O}
si deducem ca

An:fn(U):C\{zeC]Rezg—l, Imz:O}.
n

. 4
In plus observam ca f,(0) =0si f/(0)=—>0,n € N.
n
Atunci klim fr = 0 uniform pe compacte in U si din Teorema lui Carathéodory
—00

deducem ca este echivalent cu A,, — {0} in sensul convergentei in nucleu.

2.2 Functii stelate, convexe si spiralate

In aceasta sectiune ne vom referi la unele subclase speciale de functii univalente

pe discul unitate U: functiile stelate, convexe si spiralate.
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2.2.1 Functii stelate

Definitia 2.2.1.1. O functie f € H(U) cu f(0) = 0 se numeste stelata in U in
raport cu originea daca f este chiar univalenta pe U si f(U) este un domeniu stelat
in raport cu originea.

Observatia 2.2.1.2. (i) Reamintim ca un domeniu A se numeste domeniu stelat
in raport cu originea daca pentru orice z € A segmentul inchis care uneste originea
cu z este inclus in A.

(ii) Functia lui Koebe f(z) = 5 este stelata deoarece f € S si

(1-2)
fU)=C\{weC: Rew < -1, Imw =0}

este domeniu stelat in raport cu originea. De asemenea, rotatiile functiei Koebe sunt
stelate.

Urmatoarea teorema ne da caracterizarea analitica a stelaritatii.

Teorema 2.2.1.3. Fie functia f € H(U) astfel incat f(0) = 0. Atunci f este
functie stelata daca st numai daca f'(0) # 0 gi
2f'(2)
f(z)

Observatia 2.2.1.4. Nu prezentam aici demonstratia, deoarece o vom prezenta

Re

>0, zeUl.

ulterior prin intermediul lanturilor de subordonare diferentiala.

Definitia 2.2.1.5. Notam cu S* clasa functiilor f € H(U) de forms
fR)=z+axz ..., z€U,

care sunt stelate in discul unitate, adica

2f'(2)
f(2)

S*:{fE’H(U)|f(z):z+a222+...,Re >O,Z€U}.

Observatia 2.2.1.6. Mentionam ca doar relatia

2f'(2)
f(z)

nu implica univalenta functiei. Un contraexemplu in acest sens este f(z) = z°.

Re >0
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Inainte de a prezenta proprietati ale clasei S*, introducem clasa functiilor lui
Carathéodory.
Definitia 2.2.1.7. Clasa functiilor lui Carathéodory o notam cu P si este definita
prin
P={feHU)|f(0)=1, Ref(z) >0, z€ U}.

1
Exemplul 2.2.1.8. Fie f : U — C, f(z) = 1+—Z Stim ca aceasta functie
-z

transforma discul unitate in semiplanul drept, deci Re f(z) > 0, z € U.
Se observa de asemenea ca f € H(U) si f(0) = 1.
In concluzie f € P.
Ca si clasa S, clasa P este caracterizata printr-o teorema de deformare.

Teorema 2.2.1.9. Fie f € P si z € U. Atunci au loc relatiile:

L 1=z 1+ ||

1— |z 1+ 2]
< Ref(z) < )
1+ |2 — f()_1—|z|

(ii)
Observatia 2.2.1.10. Analog cu demonstratia clasei S se poate arata ca clasa

P este compacta.

Prezentam in cele ce urmeaza teorema lui Carathéodory asupra coeficientilor

functiilor din clasa P.

Teorema 2.2.1.11. Fie f € P de forma
f)=1+a1z+ay®+...

atunci |a,| <2, ¥ n > 1. Egalitatea se atinge daca functia f este de forma

B 1+ Xz

f(2) 1w Al =1.

Revenind la proprietatile clasei S* prezentam teorema de delimitare a coeficien-
tilor functiilor din S*.

Teorema 2.2.1.12. Fie f € §* o functie cu dezvoltarea

f(2)=z4az® +... +ap2"+ ...
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Atunci |a,| < n, ¥V n > 2. FEgalitatea are loc daca gi numai daca f este o rotatie

a functiei lui Koebe.

Demonstratie. Fie g : U — C, g(z) = L(Z), z € U\ {0} si g(0) = 1. Atunci

f(2)

g este olomorfi pe U. Intr-adevir g € H(U \ {0}) si g este continui pe U, adici
g€ HWU).

Fie dezvoltarea in serie de puteri a lui g:
g(2) =1+ bz +be2® 4+ ...+ b 2" + ...
Deoarece zf'(z) = g(z) f(z), deducem ca
2(1+2a92 + ...+ na,2" ' +...)

=1 +biz+b2® +.. . +b2"+.. )zt a+.. a2 +..)
21422200+ ... 42" nap+...=z-1+2%ay + b)) + 2%(as + brag + by) + . ..

Egaland coeficientii obtinem relatia:

(n — 1)an = blan,1 -+ bgan,Q + ..+ bn,QCLQ + bn,1

Calculam
2(1+2a92 4 ... +naz" "+ ...
o(0) = Lt 2 RREID!
2(14+az+ ...+ apz" 1) 2=0
. N ING)) .
Din Teorema 2.2.1.3 avem ca Re ) > 0, adica Reg(z) > 0.
z

Din ultimele doua relatii si observand ca g € H(U), deducem ca f € P. Agadar
putem aplica Teorema lui Carathéodory 2.2.1.11 si deducem ca |b,| <2,V n > 1.

Din Teorema 2.1.1.9 avem ca |as| < 2.

Demonstram prin inductie ca |a,| < n, ¥V n > 2.

Presupunem |a;| < k,Vk=2,n—1.

Din formula de recurenta avem ca:
(n = Dlan| < |bran—1| + [b2an—2| + ... + |by_2as| + |by_1]

<2(1+|ag| + ...+ |an-1])
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In continuare, din ipoteza inductiei obtinem
(n—1Dla,| <20142+...+(n-1)=2-———=(n—1)n

Deci |a,| < n.

In concluzie avem c& lap,| <n, Vn>2.

Daca presupunem ca are loc egalitate, atunci avem si |aq| = 2.

Cum f € §* C 5, deducem din Teorema 2.1.1.8 ca f este o rotatie a functiei lui
Koebe.

Reciproc, daca f este o rotatie a functiei lui Koebe, stim din Observatia 2.1.1.9

ca f are o dezvoltare in serie de forma
f(2) =2—2e%22 436023 — 4 (1) lpe Vi 4 2 e U

De aici deducem ca |a,| = n, deci avem egalitate.
Din teorema urmatoare putem observa ca teorema de deformare relativa la clasa
S este valabila gi pentru clasa S*.

Teorema 2.2.1.4. Fie f € S* g1 z € U. Atunci au loc relatiile:

X 5
“<+r|>2—'f”'—< I

— 14 L+ ]

) s < VOIS G
L=l _ [20/()] 1+
TR S e | ST

Egalztatea in relatii se obtine cand f este o rotatie a functiei lui Koebe.
O consecinta a acestei teoreme este proprietatea de compactitate a clasei S* data

de urmatoarea teorema.

Teorema 2.2.1.5. S* este o submultime compacta a lui H(U).

2.2.2 Functii convexe

Definitia 2.2.2.1. O functie f € H(U) se numeste convexa in U daca f este
univalenta in U gi f(U) este un domeniu convex.

Exemplul 2.2.2.2. (i) Fie f: U —» C, f(z) = &

1—2
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Observam ca functia f transforma cercul de raza 1 intr-o dreapta i dand valori

obtinem pe f(U) astfel:

Deci f(U) este un domeniu convex.

Cum f € H,(U) avem ca f este functie convexa.

(i) Fie f : U — C, f(z) = 1_222.

Functia f este univalenta pe U i transforma discul unitate in multimea C \ A,

unde

1 1
A:{wE(C\Rew:O, Imwg—é}u{wEC\Rewzo, Imwzg}

) = =
O, =
-1 1 _1
%%ém ca ’ /
() = ew‘ - Z 1 _ i

1—e%0 W —¢?  2jsin(—60) 2sinf

Deci avem ca

1 1 1
0 - -
Im f(e") = 550 { 00, Q}U{z,oo}, 0 € R.
Atunci f(OU) = A si va rezulta ca f(U) = C\ A.
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De asemenea avem ca f € H(U) si f este injectiva prin urmatorul rationament:

Fie 21,29 € U cu f(z1) = f(22), atunci

21 )
2 27

ceea ce implica (21 — 29)(1 + 2122) = 0.
Dar z1, 29 € U, deci z129 # —1 si rezulta ca z; = 25, adica f este injectiva pe U.
Observam ca domeniul f(U) este stelat in raport cu originea, dar nu este convex.
Prezentam in continuare caracterizarea analitica a convexitatii.
Teorema 2.2.2.3. Fie f € H(U). Atunci f este functia converd daca i numai

daca
2f"(2)
f'(2)

Observatia 2.2.2.4. Ca si in cazul functiilor stelate, demonstratia acestei

f(0)#£0 si Re +1>0, zelU.

teoreme o vom prezenta in capitolul urmator folosind lanturi de subordonare
diferentiala.

O teorema importanta ce caracterizeaza functiile convexe este Teorema de dua-
litate a lui Alexander.

Teorema 2.2.2.5. Functia [ este convexa in U daca $i numai daca functia
g(z) = zf'(2) este stelata in U.

Demonstratie. Presupunem ca f este convexa. Din caracterizarea analitica
(Teorema 2.2.2.3) avem ca
()
f'(2)
Din expresia functiei g(2) = zf’(z) deducem ca g € H(U) si g(0) =0

f(0)#£0 si Re > —1.

g'(z) = f(z) +2f"(2)
Avem ca ¢'(0) =0 < f'(0) =0.
Cum stim f/(0) # 0, deducem ¢'(0) # 0.

LR FQEE) 2 g2l

(2 () F102) F o
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Din Teorema 2.2.1.3 care ne da caracterizarea analitica a stelaritatii rezulta ca
g este stelata in U.

Reciproc, presupunem ca g este stelata in U si analog prin cele doua caracterizari
analitice gi echivalentele de mai sus rezulta ca f este convexa in U.

Definitia 2.2.2.6. Fie

2f"(2)
f'(2)

K:{feH(U)|f(z):z+a222+...,Re +1>O,Z€U}

clasa functiilor normate convexe pe U.
Observatia 2.2.2.7. Din teorema anterioara deducem ca daca f € K, atunci
z2f'(z) € S*. Dar
f(2)=z4a2® +... +ap2"+ ...
2f'(2) = 24 2a22° + ...+ na,2" + ...

Deci alegand

obtinem g(z) = z¢'(z) € S*.

Deci are loc incluziunea K C S* C S.

Observatia 2.2.2.8. Teorema de dualitate a lui Alexander se poate reformula,
folosind notatia clasei K, astfel: f € K daca si numai daca zf'(z) € S*.

Prezentam in continuare teorema de delimitare a coeficientilor functiilor din clasa
K.

Teorema 2.2.2.9. Fie functia f € K, f(2) =2+ a2® + ... +a,z" + ...

Atunci |a,| < 1, ¥ n > 2. Egalitatea are loc daca si numai daca f este de forma

z
=——  60cR.
/() 1—e?z’ €

Demonstratie. Conform Observatiei anterioare f € K daca si numai daca

2f'(2) = 24+ 2a22* + ... +na,2" + ... € S*

Dar din Teorema de delimitare a coeficientilor functiilor din S* (Teorema

2.2.1.12) avem ca
|na,| <n, Vn>2 decdila,| <1, Vn>2.
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Tot din teorema respectiva avem ca egalitatea are loc daca si numai daca zf'(z2)

este o rotatie a functiei lui Koebe, adica

o z
Zf (Z) - (1 . 6i02)27
de unde deducem ca
z

In cazul clasei K are loc urmatoarea teorema de deformare:

Teorema 2.2.2.10. Fie f € K si z € U. Atunci au loc urmatoarele relatii:

0) s < 1)l <

. 1 , 1
(ii) A+ 22 < [f(7)] < A= 22

FEgalitatile au loc daca si numai daca f este de forma

2|
12|

z
1+ez’

f(2) 6 e R.

Inainte de a prezenta Teorema de acoperire pentru clasa K, prezentam o propri-
etate a functiilor convexe necesara in demonstratia teoremei ulterioare.

Proprietatea 2.2.2.11. Fie f o functie convexd in U cu proprietatea ca f(z) #
0,V z € U. Atunci functia g = f> € H,(U).

Demonstratie. Fie 2,2, € U astfel incat g(z1) = g(z2), adica f2(21) = f?(22).
De aici rezulta ca f(21) = f(22) sau f(z1) = — f(22). Daca f(z1) = —f(22), deducem

din ipoteza ca f este convexa faptul ca

flz1) + f(z)
= 0e f(U).

Deci ajungem la o contradictie, deoarece f(z) # 0 pentru orice z din U.

In concluzie avem f(z1) = f(22) si f € Ha(U).

Teorema 2.2.2.12. (Teorema de acoperire pentru clasa K) Fie functia f € K.
Atunci pentru w € C cu w € f(U) avem ca |w| > %

Demonstratie. Cum f € K avem ca f(z) este functie convexa, deci si f(z) —w

este o functie convexa. Cum w ¢ f(U) avem ca f(z) —w # 0,V z € U. Din
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proprietatea anterioara deducem ca functia g(z) = [g(z) — w]* este univalentd in U.

Prin calcul avem c& ¢g(0) = w? si ¢’(0) = —2w. Alegand functia

hz) = 9 o )

deducem din cele de mai sus ca g € S.

Cum f(z) —w #0,V z € U, adica g(z) # 0, V z € U, deducem ca
h(z)%%, Vzel.

Din Teorema 2.1.1.12 de acoperire pentru clasa S rezulta ca

|

1
Observatia 2.2.2.13. Din Teorema 2.2.2.12 rezulta ca f(U) D U (0; 5) , pentru

Y

N —

, adica |w| >

N
A

\ >

ceea ce trebuia demonstrat.

orice f € K.
Ca si la clasa S, din Teorema de acoperire a clasei K deducem ca

() fU)=U (0;%) .

feK

Deci 3 este raza maxima a discului centrat in origine care este acoperit de ima-

ginea discului unitate prin orice functie din clasa K.

2.2.3 Functii spiralate

T T

Definitia 2.2.3.1. Fie a € <—§7 5

). O a-spirala logaritmica este data de

w=we ", teR, w,eC".

Observatia 2.2.3.2. Daca w = w(t) este o a-spirala logaritmica, atunci

Im [e"*e,w(t)] = constant, t € R.

T
Definitia 2.2.3.3. Fie D C C domeniu cu 0 € D, o € (—5, 5) Daca pentru
V w € D arcul de a-spirala ce uneste punctul wg cu originea e inclus in D, atunci

D se numeste domeniu a-spiralat (spiralat de tip «).
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Observatia 2.2.3.4. O curba inchisa 7 este logaritmica spiralata de tip o daca
fiecare spirala a-logaritmica w = w(t) intersecteaza + Intr-un unic punct.

Curba v va fi o curba Jordan, iar domeniul marginit cu frontiera v este un
domeniu spiralat de tip «.

Observatia 2.2.3.5. Orice domeniu spiralat de tip « este simplu conex.

Definitia 2.2.3.6. Fie f: U — C, f € H(U), f(0) =0, a € (—g g)

Spunem ca f este spiralata de tip o daca f € H,(U) si f(U) este un domeniu
spiralat de tip a.

Notatie 2.2.3.7. Notam cu §a clasa functiilor normalizate spiralate de tip a.

Definitia 2.2.3.6. O functie f : U — C se numeste spiralata daca exista o €
<—g, g) astfel incat f este spiralata de tip a.

Are loc urmatoarea teorema de caracterizare analitica a spiralitatii.

Teorema 2.2.3.7. Fie f : U — C, f € H(U), f(0) =0, f(0) #0, a €
<—g, g) Atunci [ este spiralata de tip o dacd si numai daca

Re {GWL(Z)} > 0.
f(z)

T w )
), B =e " cosa.

272
Atunci f € S} dacd si numai dacd existd g € S* astfel incat

f(z) ==z (M)ﬂ, zeU.

Teorema 2.2.3.8. Fie o € (—

z
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Ramura functiei putere este aleasa astfel incat

Demonstratie. Presupunem f € §a. Relatia

fz) =2 (MY

Alegem ramura uniforma a functiei putere astfel incat

este echivalenta cu

ze%

(f(z))cisa

Logaritmand relatia obtinem:

= 1.
z=0

eia

Ing(z) =lnz+

(In f(z) —Inz).

COos &

Deriband si inmultind cu z avem:

9=y, e (M - 1>

g(2) oS (v z
zg’(z) o ela ela . zf’(z)
g(z) cosaw  cosa  f(z)

cosa+isina  zf'(z)

:1—Cosa(cosa+isina)+ —— 8
=1—-1—dtga+(1+ itga)zf/(z).
f(2)
Deci
AC) N i GO
o02) = (1 +itg ) ) itga, z€eU

e [ ] =me [ o] - re [ 5]

Dar din Teorema 2.2.3.7 rezulta ca

Re [em%ﬁ;)] >0
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si obtinem ca

/

Re {"‘9 2) } -0
9(2)

Cum ¢(0) =0 si ¢’(0) # 0 din Teorema 2.2.1.3 rezulta ca g € S*.

Reciproc, daca g € S* au loc aceleasi relatii:

Re 29 _ 1 oo {eme’(Z)} ‘

9(z)  cosa )

Cum g € §* avem tot din Teorema 2.2.1.3 ca

/
Re 2J (2) >0
9(2)
Rezulta ca
/
Re [emzf (Z)} >0
f(z)
si apoi din Teorema 2.2.3.7 avem ca f € Sa.

2.3 Rezultate generale din teoria lanturilor de
subordonare diferentiala. Ecuatia diferentiala
Loewner

In cele ce urmeaza ne vom referi la unele rezultate fundamentale din teoria
lanturilor de subordonare diferentiala.

Reamintim ca f: A — C, A - deschisa, se numeste analitica pe A dacaV a € A,
oo

3U(a,r) C Asi Z cr(z — a)® convergent in U(a,r) astfel incat
k=0
(k)
f(z) = ch(z —a)*, ¥ z€U(a,r), unde ¢, = / k!(a).

k=0
De asemenea reamintim Teorema 1.1.2.6, conform careia o functie f: A — C, A
- deschisa, este olomorfa pe A daca si numai daca f este analitica pe A.
Definitia 2.3.1. O functie f : U — C se numeste functie Schwarz daca f €
HWU), f(0)=0si|f(2)|<1,VzeU.
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Observatia 2.3.2. Daca f este functie Schwarz, atunci |f(2)| < |z2|, z € U s
|f/(0)] < 1. Egalitatea are loc in ambele cazuri daca gi numai daca f(z) = Az, unde
Al = 1.

Definitia 2.3.3. (Subordonare) Fie f, g € H(U). Spunem ca f este subordonata
functiei g daca exista o functie Schwarz astfel incat f = g o h.

In acest caz notim f < g.

Proprietatea 2.3.4. Daca f < g, atunci f(0) = ¢(0) si g(U) C g(U).

Teorema 2.3.5. Fie f,g € H(U) astfel incat g univalentd in U. Atunci f < g
daca si numai daca f(0) = g(0) si f(U) C g(U).

Definitia 2.3.6. (Lant, de subordonare) Functia f : U x [0,00) — C este un lan,
de subordonare daca f(-,t) olomorfa pe U, f'(0,t) continua, f'(0,t) # 0,V t > 0,

| f(0,¢)] strict crescatoare, f'(0,t) — oo cand t — oo i
flz,s) = f(z,t), zeU 0<s<t<oo.

Observatia 2.3.7. O definitie echivalenta ar fi urmatoarea:
f:Ux[0,00) — C este un lant de subordonare daca f(-,t) olomorfa pe U, f(-,t)
analitica in U, V t > 0 si

f(z,8) < f(z,t), 2z€U, 0<s<t<o0.

Definitia 2.3.8. (Lant Loewner) Un lant de subordonare f(z,t) se numegte lant
Loewner daca f(-,t) este univalent in U, V ¢ > 0.
Observatia 2.3.9. Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca functiile

din lantul de subordonare sunt normate in sensul ca
f(0,t) =0si f/(0,t) =¢", Vt>0.

Notatia 2.3.10. Notam urmatoarele derivate:

(= 2120
fley = &0
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Observatia 2.3.11. Daca avem un lant de subordonare de forma
f(z,t) = ao +a1(t)z + as(t)2* + . ..

cua(t) #0,t>0si tlim la1(t)] = oo facem schimbarea de variabila
—00

T:m{““q.

ao(t)

Atunci functia g : U x [0,00) — C,

g('Z?T) =

devine un lant de subordonare normat.

Intr-adevar:

g0.7) =0 s g'<o,r>=f;(1%§>:jjg:er

De asemenea functia h : U x [0,00) — C,
Wz, 6) = F(e"02,1) — £(0,) unde 0(t) = axg /(0,1

si
6 =1Infa(t)] = In[f'(0,7)]

este lant de subordonare normat.

Intr-adevir h(0,0) = 0, iar din egalitatea
W (z,8) = e 0O f(e=0 4 1),
rezulta pentru z =0 ca
W(0,8) = e f(0,4) = eI (0, )[e”® = |£(0,0)] = €.

In urma acestor observatii, vom vorbi in continuare doar de lanturi de subor-
donare normate, deoarece cazul lanturilor de subordonare oarecare se reduce dupa

cum am vazut mai sus la cazul celor normate.
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Exemplul 2.3.12. Un exemplu de lant de subordonare este cel atagat functiei

lui Koebe:
f(Z,t)ZGt'(l_—ZZ)Q:€Z+2€t22+..., ZEU

Observatia 2.3.13. In Capitolul trei vom arita ci f € S* daci si numai daci
g(z,t) = €' f(2)

este lant, Loewner.

Teorema 2.3.14. Fie f un lant de subordonare normat s 0 < s < t < 0.
Atunci existd o functie unicd ¢ : U x [0,00)> — C, ¢ € H(U) cu urmdtoarele
proprietati:

a) f(z,8) = flp(z,s,1),t), z€ U

b) o € Hy(U), p(0,5,t) =0, |p(z,8,t) < |z], 2€ U $i ¢(0,s,t) =e*"

c) p(z,8,8)=2,2€U

d) p(z,5,7) =@(p(z,s,t),t,7), s<t <71, 2€U

o) ot ut) = o) < P 1 - e

2|2| s—t
f) |gp(z,t,u)—4p(z,s,u)| Sm(l_e )

Demonstratie. Existenta functiei ¢ cu proprietatea a) si cu proprietatile ¢ €
H,(U) si 9(0,s,t) = 0 rezulta din univalenta functiei f(-,¢) si din subordonarea
f(z,8) < f(z,t) si anume, mai exact, din faptul ca ¢ va fi functie Schwarz.

Din Observatia 2.3.2 care este cunoscuta si sub numele de inegalitatea lui Schwarz
rezulta ca

’90(2787t)| S |Z|, z e U.

Derivand relatia f(z,s) = f(p(z,s,t),t) obtinem:
f/(za s) = 90/(27 $,t) - f’(g&(z, s,t),1)

F10,5) = £'(0,5,1) f(0, 1),

adica

ef = ¢'(0,s,t) - €,
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ceea ce implica

©'(0,5,t) ="

Deci au loc si relatiile de la b).

In a) luim t = s si rezulti

f(Z,S) = f(i,O(Z, 375)73)7

dar ¢ este unica deci

o(z,8,8) =2, z€U,

adica c) are loc.

Au loc egalitatile:

f(Z, S) = f(@o(zﬂsﬂt)vt) - f(Cat) - p(@(gatﬂ—)ﬂ_%

unde ¢ = p(z, s, 1)
f(Z,S) = f(@(za 57T)7T)

Din unicitatea lui ¢ rezulta

QO(Z, 877_) = 90(C7t’7_) = QD(QD(Z’ Svt)7t77—)7

deci are loc d).
In continuare, fie u > 0 fixat, s,t € [u,00) g1 s < t.

Definim functia:

( . v(z,8,1)
1 s—t I —
1+€8—t' U(zts t)’ 0<lef <1
ptl,tz : U — C? ptl,tz (Z) == € 1 + %
L L z2=0
) v(z,s,1)
i L+es™t 7 7 L+et 1—2'(0,s,t)
im - — .
=01 — est L+ v(z,s,t)  1—et 140(0,s,t)
t

Clget 1ot

— . =1
1—est 14 est

66



Deci py, 1, € H(U).

Pt(0) =1 si Repy,(0)=1>0

) v(z,s,t)
14 et ==
z

deoarece este functie armonica. Din ultimele doua relatii si aplicand principiul mi-

nimului pentru functii armonice rezulta ca
Reptl,tQ > O, ze U

In concluzie Pty t, € P si din Teorema de deformare a clasei P 2.2.1.9 avem ca

1+ 2]
|pt1,t2<z)|§ 1—|Z" zeU
adica
2z —v(z,s,1) < 1+]z] 1—e! ey 1+ |z
z+v(z,s,t) 1=z 1+et 1— |z
1 1
2= 0z 8,0 < (5, 0] (12 et < (1215 ol 5, )) - 2 (1 e
1— 2] 1—|2]
Obtinem
1
= o5, £ 2] AL ),
adica

|z —v(z,s,t)] < 2r-

Stiind ca |v(z,u,s)| < |z|, z € U(0,1), il putem inlocui pe z cu v(z,u,s) si

obtinem
1
o(eru,5) = ofole ) 5.0 <20 A - )
— |z
dar
v(v(z,u,s),s,t) =v(z,u,t),
deci
2|z|(1
[v(z,u,8) —v(z,u,t)] < ’Zl(——;_;zl)(l — e,
— |z
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Punctul f) se demonstreaza similar cu punctul e).
Teorema 2.3.15. Fie f(z,t) un lant de subordonare normat si ¢ = p(z,s,t)

functia sa de tranzitie, 0 < s <t < co. Atunci pentru orice z € U, au loc relatiile:

T
(e <1+||>
iy

(1+| )

(iti) | f(z,t) — f(z,8)] < m(e —€°).

— e S D)< m

fii) ¢ - L < Pt < - ok

gO)=e"f(0,t)=e" e =1
g€ HU)
In concluzie g € S si putem aplica teorema de deformare a clasei S.
Din Teorema 2.1.1.14 rezulta:

5
(e
1=l _ o Ll
Ay e T

adica au loc relatiile (i) si (ii).

2]
m <lg(2)| <

In continuare fixam s < ¢.

Din (ii) obtinem pentru ¢ € U cu |¢| < |2|:

14| 2et
(L—=1[ch)?® = (1 —[z])?

Din inegalitatea lui Schwarz avem ca |p(z, s,t)| < |z|, z € U, deci

[fCl<e

t

ety = el = | [ 7o) < g2l

Fiep:U — C
1 +€s_t Z = 90(275775)

1—et 2+ (2, 8,1)

p(z,s,t) =
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Din rationamentul din demonstratia teoremei anterioare, deducem ca p € P si

aplicand Teorema de deformare 2.2.1.9, obtinem

1+

1+ |z|
1) < < <r<l1
adica
L+est |z —p(z,s,t) P
l—et Jz4p(z,st)| " 1—r
1—e5t 147
— t) < . t)|.
2= 08, 0] € Ty Tl (2, 5,)
Dar
|2+ ¢(z,8,0)] < |2 + [@(z,5,1)] < |2| + [2] < 2.
Deci
1
o~ ez, 0] < 2 T (1— )
1—r7r
In concluzie obtinem
2e! 1+7r -
|f(zat)_f(zas)|§<1_r>3 2T'1_r(1_6 )
ar(1+r) 8r .

F(608) = f(209)] € o =€) € (e = )

Deci (iii) are loc.

Teorema 2.3.16. Pentru orice f € S, exista un lant de subordonare normat g
astfel incat

9(z,0) = f(z2), zeU.

Teorema 2.3.17. Fie p = p(z,t) : U x [0,00) — C astfel incat p(-,t) € P, t >0
si p(z,-) este masurabila pe [0,00), ¥V z € U.

Atunci pentru fiecare z € U, s > 0, problema cu valori initiale

ov

i = —ovp(v,t) a.p.t. t €[s,00), v(z,8,5) =z,

are o solutie unica local Lipschitz continua in t > s,

v(t) =v(z,8,t) = T2+ ...
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Functiile v(-, s,t) sunt functii Schwarz univalente, 0 < s <t < oo §i pentru orice

s > 0 exista limita urmatoare local uniforma pe U :

— Tim ot
f(z,s) = tllgloe v(z,s,1).

In plus f(-,s) este univalenta si
fu(z,s,t),t) = f(z,5), VzeU, s<t<o0.

Astfel functia f: U x [0,00) — C definita mai sus este lant Loewner gi satisface

ecuatia diferentiala:

or
ot

Teorema 2.3.18. Fie functia f : U x [0,00) — C astfel incat f(0,t) = 0,

(2,t) = z-p(z,t) - f'(2,t) ap.t. t €]0,00), V z € U.

f(0,t) = €', t > 0. Atunci f este un lant Loewner dacd si numai dacd au loc
urmatoarele proprietati:

(1)) 3r e (0,1), 3 M > 0 constanta astfel incat f(z,t) este olomorfa pe U(0,r)
pentru orice t > 0, local Lipschitz continud in t € [0,00) pentru orice z € U(0,1) i
are loc relatia:

|f(z,t)| < Me',  2e€U(0,r), t >0.

(1i) 3 p(z,t) astfel incat p(-,t) € P pentru orice t > 0, p(z,-) este masurabila pe
[0,00) pentru orice z € U si este verificata ecuatia diferentiald

of

E(z,t) =2f(z,t) - p(z,t), apt. t >0, z€ U(0,r).

(11i) Pentru orice t > 0, f(-,t) este prelungirea analitica pe U a restrictiei

f('at)U(O,r)-
Demonstratie. Presupunem mai intai ca f este lant Loewner. Din Teorema

2.3.15 avem ca

2| t r

|f(z,t)|§€t-m§e-m, 2 e U(0,7)
iar

, . 14|z . 147

If(zwt)lﬁe'mﬁe'ma teu(0,r)
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deci f este local Lipschitz continua in ¢ > 0.
0 0
Atunci exista 8_{(2’ t) a.p.t. cut € [0,00), E(Z’ t) este masurabila Lebesgue pe

[0,00) si are loc relatia

f(z,t2) — f(z,t1) = / g—{(z,t)d/\(t) _ [ aa—{(z,t)dt

t1
[t1,t2]

Fie 0 < s <t < o0 i ¢(z, s,t) functia de tranzitie a lantului f(z,t).

Alegem t € [0, 00) astfel incat sa existe

%(z,t) = f(z,t), zeUl.

Fie z € U, atunci pentru w = ¢(z, s,t)
f(Z,S)—f(Z,t) :f((,D(Z,S,t),t)—f(Z,t) :f(wat)_f(zvt)

=fEO+EDw=2)+... = fz1)

= f/<Z,t)(g0(Z, Svt) - Z) + R((p(zv 8>t>72)

unde lim Ry, 2) =0.
vz |y — 2|
Deci
f(Z,S) - f(Z7t) _ fI(Z,t) . 30(278715) -z + R(QO(Z,S,t),Z)
s—1t s—1t s—t

li t) = t,t) = z.
SI}IW(Z’ s, t) =¢(z,1,t) =2
Trecand la limita in relatia anterioara obtinem

¢ _ . 90(2757t)_2 : R(@(Z,S,t),Z)

o Rp(s0.2) . Rlp(st)2) lezst) - 2
s /'t s—t s/t |p(z,8,t) — 2| s—t

|90(Z7Sat) B Z| _ 90<Z7S7t) - SD(Zatat) < 2|Z| (1 . es—t) 1
|s — ¢ t—s (L=

conform Teoremei 2.3.14.
Stimcal—e™ <ux, x>0, deci
l—e"<t—s.
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Rezulta ca

deci e marginit. Atunci

lim =0
st s—1
si
flost) = £(2,1) g P20 25
Fie h(z,t) astfel incat
t) —
h(z,t) = i P& 81 — 2
s/t s—1

Avem ca h(-,t) € H(U), h(0,t) =0 si A'(0,¢) = 1 prin calcul

Re {M} — lim Re {M_l} 1

z st z s—t
(2,8, 1) < |2]

din inegalitatea lui Schwarz, deci

iar s —t < 0 gi obtinem ca

Re {h(z’ﬂ >0, zeU\ {0}

z

Fie functia p(z,t) definita prin:

h(z,t)’ 240
p(z,t) = ®
1, z=0
/
2z—0 z z—0 1

Deci p(-,t) e H(U), t >0

Rep(z,t) >0, z#0 si p(0,t)=1.
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Din principiul minimului pentru functii armonice rezulta ca
Rep(z,t) >0, zeU.

In concluzie p(-,t) € P.
In limita prin care este definitd functia h are loc convergenta uniforms pe com-

pacte a unui gir de functii masurabile, deci p(z, -) este masurabila. Deci

f(z,t) = f'(z,t) - 2p(z,t) apt. t €[0,00), ¥z € U
si toate cele trei conditii din teorema sunt indeplinite.
Reciproc, presupunem ca sunt adevarate cele trei conditii si demonstram ca
f(z,t) este un lant Loewner.
Avem ca f(-,t) € H(U), f(0,t) =0si f/(0,t) =€, t > 0.
p(,t) € P, t > 0sip(z,-) este masurabila pe [0,00), V z € U.

Atunci, din Teorema 2.3.17, pentru fiecare z € U, s > 0 fixat ecuatia diferentiala

ov (0,t) apt. t >
— = —op(v,t) apt.t >s

ot

cu conditia initiala v(z, s, s) = z are o solutie unica local Lipschitz continua in ¢ > s,

iar v(-, s,t) este functie Schwarz univalenta si
V'(0,8,t) =€, t>s5>0.

Notam cu ¢ functia g(z,s,t) = f(v(z,s,t),t),t > s >0, z € U si demonstram
ca g(z,s,-) este constanta pe [s,00), V z € U. Deoarece v(z, s, ) este Lipschitz pe
[s,00), V 2z € U gi f(z,-) este local Lipschitz pe [0,00), V z € U, avem ca g(z, s, -)

0
este local Lipschitz, ca si compunere de functii pe [s, 00). Deci exista —g(z, s, t) a.p.t.

ot
t>s
dg B af ov af
a('% S7t) - %(U('% Sat)a t) ’ 5(27 S7t) + a(v(za S, t)7t)
Folosind ipoteza (ii) obtinem:
dg _of ov ,
o5t = T (0z5,0.0) - S, 0) 4 0(2,5,6) - (0l ,0),8) Bl 5,0),1)
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dar din Teorema 2.3.17 stim ca

ov

5(2, s,t) = —v(z,s,t) - p(v(z,s,1),1)

si se obtine ca

%(z,s,t) =0apt.t>s Vzel.

Dar ¢ fiind Lipschitz, este continua si are loc relatia

g(Z,S,t) :g(z,s,s),
adica
f(v(z757t)7t) = f(U(Z, = 3)7 S) = f(z75)

Demonstram in continuare ca f(-,t) este univalenta pe U, V ¢ > 0. Din ipoteza

avem ca

le ' f(z,t)| < M, zeU(0,r), t>0.
Fie t > 0 fixat si definim functia
hi(z) = e ' f(2,t) — 2.
Atunci h, € H(U)
he(0) = e~ £(0,8) —0 =0
R, (0) =e ' f(0,t) —1=e"-e"—1=0
he(2)l = le™" f(z,8) = 2l < |7 f(z, )| +]o] < M +r=M(r), z€U(0,r)

unde M*(r) = M + r prin notatie.

Din Lema lui Schwarz 1.1.17.(ii) deducem ca

M*(r
a(2) < 20 e
adica
M*
0~ < TPz v
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Inlocuind in inegalitate pe z cu v(z, s,t) care este tot din U(0,r) datorita inega-

litatii |v(z, s,t)| < |z|, obtinem:

le " f(v(z,s,t),t) —v(z,8,t)| < M:—2<T)|v(z, s,1)|?
|f(v(z,8,t),t) —ev(z,s,t)| < M;Q(T) lv(z,s,t) e

Stim ca v(-, s,t) € H,(U) si 0'(0,s,t) = e~ deci e - v(-,s,t) € S.

Aplicand teorema de deformare a clasei S 2.1.1.14 obtinem

t—s . t < |Z| < r .
el e = ey

Revenind la inegalitatea anterioara

v(z, s —etu(z, s *(r) . r e2(s=t) | ot
|f(v(z,s,1),¢) (z:8,)] < —3 T
t M*(T) 2s —t
|f(U(Z,S,t),t)—€U(Z,S,t)|S(l_—r)4'e "€

Trecand la limita cu ¢t — oo se observa ca partea dreapta a inegalitatii tinde la
0 si din Teorema lui Cauchy avem ca
u.

ev(z,s,t) = f(v(z,s,t),t) pe U(0,7)

Am demonstrat anterior ca f(v(z,s,t),t) = f(z,s), deci

Uu. JR—

e'v(z,5,1) = f(z,5) pe U(0,7)
Dar convergenta uniforma are loc V r € (0,1), deci
e'v(z,5,1) =2 [(2,9),

adica

lim e*v(z, s,t,) = f(z,8), {te}ren, tx € [s,00)

k—o0
In plus stim ci e*v(z, s,t;) € Ho(U) si din Teorema lui Hurwitz 1.1.57 obtinem
ca f(-,s) € Hyu(U) sau f(-, s) este constanta. Dar

f(0,s) = lim e"*v(0,s,t;) =0

k—o0
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f'(0,5) = klglolo e (0, s,t) = ’}LIEO ek et = e £ (),

deci f(-,s) nu poate fi constanta.
Prin urmare f(-, s) este univalenta pe U.

In concluzie am demonstrat ci f(-,s) € H,(U) si

f(zv S) = f(U(Z, Svt)’t)a

deci rezulta ca f(z,t) este lant Loewner.
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Capitolul 3
Aplicatii

In acest capitol vom prezenta cateva aplicatii interesante ale notiunii de lant
Loewner. In acest sens vom demonstra criteriul de univalenta al lui J. Becker si
vom prezenta caracterizarile analitice ale stelaritatii, convexitatii si spiralitatii folo-
sind teoria lanturilor Loewner. Ultimele doua sectiuni se refera la alte conditii de
univalenta pentru functii olomorfe. In sectiunea 3.3 vom prezenta cateva conditii ne-
cesare si suficiente de univalenta pentru functii olomorfe pe discul unitate, folosind
metrica hiperbolica pe U. In ultima sectiune vom prezenta alte conditii suficiente
de univalenta pentru functii olomorfe pe domenii convexe in C. Sursele principale
bibliografice pe care le-am utilizat in alcatuirea acestui capitol sunt [GK], [MBS],

[Pol, [KiMi] si [Ja].

3.1 Conditii de injectivitate globala prin metoda
lanturilor Loewner

In aceasta sectiune demonstram criteriul de univalenta al lui J. Becker si vom
prezenta fara demonstratie criteriul de univalenta al lui Ahlfors-Becker.
Primul rezultat din aceasta sectiune apartine lui Becker (a se vedea de exemplu

[GK]).
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Teorema 3.1.1. Fie f : U — C, f € H(U), astfel incit f(0) =0 si f'(0) = 1.

Daca este verificata inegalitatea:

2f"(2)

(1—|Z|2> W <1, ZGU,

atunci f este univalenta pe U.

Demonstratie. Fie functia
fz,t) = fle'2) + (" —e Hzf'(e7?2), zeU, te|0,00).

Aratam ca f(z,t) este lant Loewner.

Avem ca

f(,t) e H(U), t>0
f(0,8) = f(0)=0, ¢t=>0
f10,8) =e"f'(0) + (" —e ) f/(0) = e'f'(0) =€, t=>0
Observiim ca f(z,-) € C®([0,00)), ¥ z € U, deci f(z,-) este local Lipschitz pe

0,00),V2z€U

et f(z,t) =etflet2) + 2f (e7t2) — e Hzf(e7t2)

Avem ca
lime“f(e'2) =0
t—o0
si
lime ?zf'(e7'2) = 0.
—00
Atunci

: —t . 1 —t _
tligloe f(z,t)—tlgglozf(e z) =2z

local uniform pe U, deci e f(z, ;) — pentru k — oo, V {tk tren cu ty € [0, 00),
tp — 00.
Din Teorema lui Montel 1.1.31 rezulta ca {e " f(-,t) }s>0 este o familie local uni-

form marginita pe U.
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Deducem deci ca pentru orice r € (0,1) exista M = M(r) > 0 astfel incat
le ' f(z, )] < M(r), |z|<r t>0,

adica

[f(z )| < M(r)e', |z]<r t=0

Astfel este indeplinita conditia (i) din Teorema 2.3.18.
Verificam in continuare conditia (ii), deoarece (iii) este evident adevarata.

Avem ca
flz.t) = —e"2f(e7'2) + (" + e N)zf'(e7'2) + (¢ — eT)z(—e"2) (e '2)

adica
f(z, t)y=e'zf'(e7'2) — (1 —e )22 f"(e'2)
iar

2f (z,t) = ze ' f(e7'2) + (e — e ) zf(e7t2) + (el — e M) Pe Tt f (e 2)

adica
2f'(z,t) = e'zf/(e72) + (1 — e )22 f" (e7'2).
Notand cu
_ i G
Az, t) = —(1—e e 'z Fleia)’

expresia devine:

2f'(z,t) = ez f (e 2)(1 — A(z,t))

Pentru orice z € U avem ca
1—e 2 <1—]e 2]

si din ipoteza stim ca

1"
ey PR oy e
(1= 1) [ <
Astfel deducem ca
|A(z,t)] < 1.
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Prin urmare f’(z,t) # 0 pentru orice z € U, t > 0.

Definim functia p(z,t) prin

e .
p(z’t>_zf’(z,t)’ el te|0,00)

si inlocuind expresiile calculate anterior obtinem ca

1+ A(z,t)

p(z,t) = T—A(s, 1)

zeU, tel0,00).

Observam ca p(0,t) = 1, p(z, ) este masurabila pe [0, 00) si p(-, ) este olomorfa
pe U.

Prin calcul se deduce ca Rep(z,t) > 0, |z| < 1, t € [0,00), deci p(-,t) € P.

Deci sunt indeplinite toate conditiile Teoremei 2.3.18 si rezulta ca f(z,t) este
lant, Loewner.

In concluzie f fiind primul element din lant este univalenta pe U.

Prezentam in continuare rezultatul lui Ahlfors si Becker (a se vedea, de exemplu,
GK)).

Teorema 3.1.2. Fie f : U — C astfel incat f € H(U), f(0) =0 si f/(0) =1 gi
fievyeCcule <1 givy#—1.

Daca

(1 ey - )

o 2P <1, zeU,

f'(2)
atunci f este univalenta pe U.

Demonstratia se face analog cu demonstratia Teoremei 3.1.1, aratand ca

1
1+~

flzt) = fle7'2) + (e" —e™)zf'(e7"2)

este un lant de subordonare univalent (lant Loewner).
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3.2 Caracterizarile analitice ale unor subclase
de functii univalente prin metoda lanturilor
Loewner

In aceastd sectiune vom prezenta caracterizarile analitice ale stelaritatii, spira-
litatii si convexitatii, folosind metoda lanturilor Loewner.

Teorema 3.2.1. Fie f € H(U) astfel incat f(0) =0 gi f'(0) = 1. Atunci f € S*
daca i numai dacd g(z,t) = €' f(2) este lan{ Loewner.

Demonstratie. Presupunem mai intai ca f € S*.

Avem ca f € H,(U) si rezulta ca g(-,t) € H,(U), t >0
9(0,1) =€ f(0) =0, >0

g0,t) =€ f'(0)=¢", t>0

Trebuie sa mai aratam subordonarea g(z, s) < g(z,t) care din Teorema 2.3.5 este

echivalenta cu h(U, s) C g(U,t), adica
e f(U) CefU).

Ultima relatie este echivalenta cu e~ f(U) C f(U), ceea ce evident are loc
V't > s >0, datorita faptului ca f este o functie stelata si e¥~* € (0, 1].

Deci g(z,t) este lant Loewner.

Reciproc, presupunem ca g este un lant Loewner.

Avem ca g(-,t) € H,(U), ¥Vt > 0.

Pentru ¢t = 0 rezulta ca f € H,(U).

Stim ca f(0) =0 si f/(0) = 1, deci rezulta ca f € S.

Avem ca g(z,s) < g(z,t),t >s>0,t e U.

Pentru s = 0 obtinem g(z,0) = f(z) < e'f(z) care este echivalent cu f(U) C
e'f(U), adicad e ' f(U) C f(U), ¥Vt > 0. Daca luam un X € (0, 1] oarecare, exista un
t > 0 astfel incat A = e~* gi din relatia anterioara stim ca Af(U) C f(U). Deducem

deci ca f(U) este un domeniu stelat si in concluzie f € S*.
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Teorema 3.2.2 (Caracterizarea analitica a stelaritatii) Fie f € H(U)

astfel incat f(0) =0 gi f'(0) = 1. Atunci f € S* daca si numai daca

Re {Z}f(z)} >0, zel.

Demonstratie. Presupunem ca f € S*. Atunci din Teorema 3.2.1 avem ca

g(z,t) = €' f(2) este lant Loewner.
Din Teorema 2.3.18 avem ca 3 p = p(z,t) : Ux[0,00) — C astfel incat p(-,t) € P,

t >0, p(z,-) este masurabila pe [0,00), V z € U si are loc relatia:
g(z,t) = zd'(z,t)p(z,t) apt. t >0, z€ U

dar
g(z, t) = etf(z)

g(z,t) = €' f(2)
g(z.t)=€f(2)
Deci are loc relatia
e' f(z) = ze' f'(2)p(z,1)

adica

p(z,t) =

Cum p(-,t) € P, t > 0 rezulta ca

Re Lj;(z)] >0, zel.

Dar daca partea reala a unui numar este pozitiva, atunci gi partea reala a inver-

sului sau este pozitiva, adica

Re h{((j))] >0, zeU.

Reciproc, presupunem ca are loc relatia

Re {ZJ{(S;)} >0, 2€U
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Luiim functia g(z,t) = e f(2), t > 0, z € U.
Avem ci g(-,t) € H(U)
9(0),t) = €' f(0) =0
g'(0,t) = e f'(0) = ¢’
9(z,-) € C%([0,00))

si atunci g(z, -) este local Lipschitz pe [0,00), V z € U.
Cum f € H(U) rezultd ca f este marginita uniform pe U(0;r) pentru orice
r € (0,1), adica
[f() < M(r),  |zller

cu M(r) o constanta ce depinde doar de r. Atunci
e g(z )l < M(r), |z <7

l9(=, 1) < e'M(r)

Fie 1)
z
, 0
p(z,t) =< 2f'(z) o7
1, z=0
Din ipoteza gstim ca Re {zf’(z)] > 0, rezulta ca
f(z)
f(z)
Re | 705] >0

gl putem deduce ca p(-,t) € P.

p(z, ) este constanta, deci este masurabila pe [0, 00).
g(z,t) = €' f(2)

g (zt) =ef'(2)

Atunci

Zg/(Z,t)p(Z,t) = Zetf/(z) ) = etf(z) = g<z7t)? zelU \ {O}’ t=>0



iar pentru z = 0
g(0,t) =0=0-¢(0,¢)p(0,1).

Deci este verificata relatia
2 (2, Op() = §(21), ¥ 120, 2 €U

Atunci toate conditile din Teorema 2.3.18 sunt verificate i rezulta ca g(z,t) este
lant, Loewner, iar din Teorema 3.2.1 rezulta ca f € S*.

In continuare prezentam legatura dintre notiunile de spiralitate de tipul « si
lanturile Loewner.

Teorema 3.2.3. Fie f : U — C astfel incat f € H(U), f(0) =0 si f'(0) =1 i

fiea €R culal < g Atunci f este o functie spiralata de tip o daca i numai daca
g:Ux[0,00) = C, g(zt)=el tedlfiteaty)  »c t>0

este lant Loewner.

Demonstratie. Presupunem mai intai ca f este o functie spiralata de tip a.

Atunci f € H,(U) si
fz) < el7Melf(2) 2 €U, t€0,00).
Fie

e—itga

©(z,5,t) = e Bt g1 (e_ cosa (t—s)f(eitgo"sz)> , 2z€U, 0<s<t<o0.

Functia f fiind spiralata de tip «, ¢ este bine definita.
Avem ca p(0,s,t) = 05 |p(z,s,t) <1, z€ U,0 < s <t < oo, deci ¢ este

functie Schwarz. Observam ca:
9(z,8) = g(v(z,s,t),t), 2z€U, 0<s<t<o0.

Prin urmare g este un lant de subordonare.

Avem ca g(-,t) € H,(U), t € [0,00), deoarece f € H,(U), iar

9(0,t) = 8 £(0) = 0
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si
g'(O,t) — e(lfitga)teitga-tf%o) — €t.
In concluzie g(z,t) este lant Loewner.

Reciproc, presupunem ca g(z,t) este lant Loewner. Atunci avem f € H,(U) si

f(2) < g(z,t) < I8 (2) ¥V 2 € U, t € 0,00),

ceea ce implica

e Twa f(z) € f(U), zeU, tel0,00).

Prin urmare, f este spiralata de tip a. Demonstratia este incheiata.

Acum putem prezenta teorema de caracterizare analitica a spiralitatii, folosind
metoda lanturilor Loewner.

Teorema 3.2.4. Fie f : U — C astfel incat f € H(U), f(0) =0 si f'(0) =1 i
fiea €R culal < g Atunci f este o functie spiralata de tip o daca i numai daca

are loc relatia:

[

Demonstratia se face pe baza unui rationament analog cu cel din demonstratia

]>0, ze U

Teoremei 3.2.2 gi anume aratand ca functia g : U x [0,00) — C, definita prin
g(z, t) — e(l—itga)tf(ez’tga~tz>’

este lant Loewner si folosind Teorema 3.2.3.
Teorema 3.2.5. Fie f : U — C astfel incat f(0) =0 si f'(0) = 1. Atunci f € K

daca i numai dacd functia g : U x [0,00) — C definita prin
g(z,t) = f(z)+ (" = 1)zf'(2), z€U tel0,00)

este un lant Loewner.
Pentru a demonstra implicatia directa se utilizeaza din nou Teorema 2.3.18.
Reciproc, presupunem ca g(z, t) este un lant, Loewner. Atunci din Teorema 2.3.18
deducem ca exista o functie p(z,t) astfel incat p(-,t) € P, t € [0,00), p(z,-) este
masurabila pe [0, 00) si

g(za t) = ZQ/(Zv t)p(z, t)'
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Un calcul elementar ne conduce la expresia functiei p(z, t):

g(z 1)

2g'(2,t)

p(z,t) = zeU, tel0,00).

Rezulta ca

e[&’t))}>0, ze U, tel0,o00)

z2g'(z,t
si obtinem
iy 2f"(2)
Re [1+(1—et) >0, zeU tel0,00).
f'(z)
Daca trecem la limita in aceasta inegalitate pentru ¢ — oo, obtinem ca
1
Re [1+Zf, (2)} >0, zeU
f'(z)

Folosind principiul minimului pentru functii armonice (a se vedea [KM]) si faptul

ca functia

h:U—=C, h(z)=Re [1 " ZJ{’ES)}

este armonica, h(0) = 1, rezulta din relatia anterioara ca h(z) > 0, z € U. Deci

fekK.

3.3 Conditii necesare si suficiente de univalenta
pentru functii olomorfe pe discul unitate

In aceasti sectiune vom prezenta trei criterii de univalenta pentru functii olo-
morfe pe U, folosind metirca hiperbolica. Aceste rezultate au fost obtinute de Kim
si Minda.

Reamintim ca am definit in primul capitol metrica hiperbolica d; prin

a—>b
dh(a,b):arctgh‘m‘, CL,bGU,
relatie care se scrie echivalent:
a—>b
1 1—ab
dh(@,b)—alﬂ ﬁ s a,bEU.
1—ab
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Pentru metrica hiperbolica are loc urmatoarea proprietate:

Proprietatea 3.3.1. d;(f(a), f(b)) < du(a,b), ¥V a,b € U, V f € H(U) cu
f(U) C U. Egalitatea in inegalitate are loc daca si numai daca f este un automorfism
al discului unitate, adica f(U) =U si f € H,(U).

Urmatorul rezultat obtinut de Kim gi Minda [KiMi] prezinta o conditie necesara
si suficienta de univalenta pentru functii olomorfe pe discul unitate.

Teorema 3.3.2. Fie f: U — C astfel incat f € H,(U) si fie a,b € U. Atunci

7@ — 50)] > TEIED) el (1~ o)L (@) (L~ B2 B

Reciproc, fie f : U — C o functie olomorfa neconstanta pe discul unitate ce
verifica inegalitatea anterioarda. Atunci f € H,(U).

Demonstratie. Presupunem ca f este univalenta pe U si definim functiile

. z+a
14 az

g:U—C, g(2)

(feg)(z) = (fog)(0)
h:U—=C, h(z)= :
T 0
Observam ca g € H,(U) si g(U) = U, deci h este bine definita si h € H,(U).

Avem ca
z+a
M@:f(1+m)_fM) 2eU
- JaP)f@ <Y
deci
O
MO = ey ) =
N 1 1+4az—az—aa [ z2+a
TR = =il e

1 z+a
hl - - . !
()= Faa e ! (1+az>
Prin urmare A'(0) = 1 si deducem ca h € S.
Din Teorema de deformare 2.1.1.14 obtinem:

2]

|h(2)] > m;

zeU.
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Pe de alta parte avem ca:

1+ || 1L/14+]z] 1-—|z
sh ( In = —
sh (2d,(0,2)) L—1z|)  2\1—|z] 14|z
202dn(0,2) ). 1+]z] 5. 1+ |z
1—|z] 1—|z|
(1+]2)* = (1 — |2[)
1— |z _ Iz
(1+12)? (1+]z[)?
4.3 17V
1— |z
Prin urmare are loc inegalitatea:
sh (2d5(0, 2))

Din Proprietatea 3.3.1 rezulta ca

d(0,2) = dn(9(0),9(2)), ze€U.

Cautam z € U astfel incat g(z) = b, adica

z—l—_a =0, deci z+a=0b+abz
1+az
si obtinem
b—a
= eU.
Tiow

In acest caz avem ci dn(0,2) = dp(a,b) i inlocuind in inegalitatea obtinuta

b—a sh (2dy(a, b))
[ (155) | e

£8) — fla) = LA oy o)

avell:

adica

Inlocuind pe a cu b si pe b cu a obtinem ca

£(6) — fa)] > LD 4y,

70) ~ 1) = O (1= o)) 1 PO, abe U
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Reciproc, presupunem ca f € H(U) este o functie neconstanta care satisface
inegalitatea din ipoteza. Pentru ca f sa fie univalenta pe U trebuie sa aratam ca f
este injectiva pe U.

Fie a,b € U astfel incat f(a) = f(b). Atunci din inegalitatea din ipoteza rezulta
ca f'(a) = f'(b) = 0, deci f nu poate fi univalenta intr-o vecinatate a lui a sau
intr-o vecinatate a lui b. Deducem ca exista doua siruri (a, )nen $i (by)nen de puncte

distincte cu a,, € U si b, € U, n € N, astfel incat

lim a, =a, limb,=b si f(a,) = f(by).

n—oo n—oo
Din ipoteza avem ca:

£~ F5,)] > L) e (o)1 a). (L DB}, n € N

si deducem ca f'(a,) = f'(b,) =0, n € N.

Din Teorema 1.1.60 deducem ca f este constanta, ceea ce contrazice ipoteza. Deci
presupunerea ca exista a,b € U astfel incat f(a) = f(b) este falsa si in concluzie f
este injectiva, deci f € H,(U).

Prezentam in continuare un criteriu necesar si suficient de univalenta care ii
apartine lui Blatter (a se vedea [KiMi]).

Teorema 3.3.3. Fie f : U — C astfel incat f € H,(U) si fie a,b € C. Atunci

are loc inegalitatea:

@)= FOF > S e (0 = P @I + (0= B O

Reciproc, fie f : U — C astfel incat f € H(U) si f nu este constantd. Daca
pentru [ are loc inegalitatea anterioara, atunci f € H,(U).

Demonstratia acestui rezultat se bazeaza pe urmatoarele relatii valabile pentru
functii univalente pe discul unitate:

Dacd f(z) = z + ag2? + a3z + . . ., atunci
las] <2, as] <3 si ag—aj| < 1.

Un alt rezultat datorat lui Kim i Minda [KiMi] este urméatorul criteriu necesar

si suficient de univalenta.
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Teorema 3.3.4. Fie f : U — C astfel incat [ € H,(U) si fie c € <1,g] 0

constanta. Daca pentru orice a,b € U si ¢ > C are loc inegalitatea:

sh (2dy(a, b))
[2ch (2¢dy(a,b))]

|f(a) = ()] = 3 e U@ = JaP)f (@ + [ = B )

atunci f este univalenta pe U.
Reciproc, fie f: U — C astfel incat f € H(U) si f nu este constanta. Daca f

satisface inegalitatea anterioara, atunci f € H,(U).

3.4 Conditii suficiente de univalenta pentru
functii olomorfe pe domenii convexe in C

In aceasti sectiune prezentam doua generalizari ale Teoremei lui Alexander (Te-
orema 1.3.1.12) obtinute de E. Janiec [Ja]. Daca ¢ = 0 in Teorema 3.4.1, se obtine
Teorema 1.3.1.12.

Teorema 3.4.1. Fie A C C un domeniu convez, f: A — C o functie olomorfa

si p: R — R o functie continua. Daca are loc inegalitatea:
Re f'(z) + o(Im f(2)) - Im f'(2) > 0, V z € A,

atunci f este univalentda pe A.

Demonstratie. Fie 21, 25 € A cu 21 # z5. Vom demonstra ca f(z1) # f(z2), deci
f este injectiva. Fie a = arg(zo—2z1). Putem presupune fara a restrange generalitatea
ca o € [0, ).

Fie functiile

v(t) =2 +t(za —21), te]0,1]

si
g9(t) = fu(t), t€l0,1].

Deoarece A este domeniu convex, rezulta ca v(t) € A, t € [0, 1], deci g este bine

definita.
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Luam mai intai cazul cand o = 0. Fie ¢ o primitiva oarecare a functiei ¢ si
functia

ha(t) = Reg(t) + ¢(Img(t)), ¢ € [0,1].

Atunci avem ca

hi(t) = Reg'(t) + Im g'(t)p(Im g(t)),
adica
hy(t) = Re f'(v(t))v' () + Im f'(v(t))v" () o(Im f(v(t)))
hi(t) = (22 — z1)[Re f'(v(t)) + o(Im f(v()))Im f'(v(t))], ¢ € [0,1].

Din ipoteza avem ca

Re f'(v(t)) + ¢ (Im f(v(t)))Im f*(v(t)) > 0,

deoarece v(t) € A. Rezulta ca hy este strict monotona, deci hy(0) # hq(1), ceea ce
implica f(20) # f(21)-
Fie acum « € (0, 7), deci Im (25 — z;) > 0. In aceastd situatie avem doud cazuri
posibile:
e(Img(t)) # ctga, Vit €l0,1]

sau exista ¢, € [0, 1] astfel incat ¢(Im g(t1)) = ctg a.

Mai intai analizam cazul

e(Img(t)) # ctga, Vt €[0,1].

Fie @ = min I t)sib= I t), atunci 2
ie a trer%(l]’rh mg(t) si trél[g,}f] m g(t), atunci avem ca

o(x) # ctga, YV x € [a,b].

+ ¢(x)ctg a

m §1 func’giile

Fie p o primitiva oarecare a functiei

p(x), daca a<b

0, daca a=0>.

q(z) =

ha(t) = Reg(t) + q(Img(t)), ¢ € [0,1].
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Atunci avem ca

1+ ¢(Img(t))ctga
ctg o — p(Img(t))

hy(t) = Re g (t) + mg'(t), telo,1].

Prin calcul obtinem ca

Reg'(t) = Im (22 — z1)[Re f'(v(t))ctg o — Im f'(v(¢))], ¢ €10,1]

st
Img'(t) = Im (25 — z1)[Re f'(v(¢)) + Im f'(v(t))ctga], ¢ € 0,1].
Inlocuind in expresia lui 2%(z) avem:
paft) = LB EL 2 g ) 4 om0 P00, € 0,1

ctg o — p(Img(t))
Din presupunerea facuta avem ca ¢(Im g(t)) # ctga, t € [0,1] si stiind c& ¢ este
functie continua rezulta ca ctga - p(Im g(t)) are semn constant pe [0, 1].

In concluzie, {indnd cont de ipotezd rezulys ci h4(t) are semn constant pe [0, 1],

deci hy(0) # ha(1), ceea ce implica f(z1) # f(z2).

In continuar studiem al doilea caz, adici daci exista t; € [0, 1] astfel inat
p(Img(t)) = ctga.
Din ipoteza, luand z = v(t;) rezulta ca
Re f'(v(t1)) + ctga - Im f'(v(t1)) > 0
si din expresia lui Im ¢’(¢) obtinem ca
Im ¢'(t1) > 0.
Atunci exista o vecinatate (#,t”) a lui ¢; din [0, 1] astfel incat
[g(t) <Img(t), te (t,t")

si
Img(t) < Tmg(ts), ¢ € (¢,t).
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Pentru a arata ca f(z1) # f(z2) aratam ca Im f(z2) > Img(t;) > Im f(2).

Presupunem ca Im f(z1) > Img(t;), dar gtim ca
Img(t) <Img(ty), Vte ' t),
deci exista t € [0,t'] astfel incat
Im g(t) = Im g(t1).

Fie s = max{t € [0,'] | Img(t) = Img(¢;)}.
Atunci

Img(t) <Img(t;) = Img(s), YVt € (st1).
Prin urmare

I t)—1
Im ¢'(s) = lim mg(t) = Img(s) <0.
t\(s t—s

Pe de alta parte avem ca ¢(Img(s)) = ctg a si
Im ¢'(s) = Im (25 — 21)[Re f'(v(s)) + Im f(v(s))ctg o,

iar din ipoteza obtinem ca Im ¢/(s) > 0.

Deci am ajuns la contradictie si rezulta ca presupunerea este falsa, adica
Im f(z1) < Img(ty).

Analog se arata ca Img(t;) < Im f(z2).

Am obtinut ca Im f(z1) < Im f(22), deci 21 # z9.

Mentionam ca acest rationament functioneaza si daca t; = 0 sau t; = 1, aratand
ca Im f(z2) > Img(0) = Im f(21), respectiv Im f(z;) < Img(1) = Im f(25). Astfel
demonstratia teoremei este incheiata pentru toate cazurile.

Observatia 3.4.2. E. Janiec [Ja] a aratat ca rezultatul din Teorema 3.4.1 raméane
valabil daca conditia de continuitate asupra functiei ¢ este inlocuita cu continuitatea
functiei ¢ pe R\ B, unde B este o multime finita sau infinitda numarabila (deci B

este o multime de masura Lebesgue nuld).
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